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INTRODUCERE

Asa cum se mentioneazad in Mic Dictionar Enciclopedic, termenul euristic
provine de la cuvantul grecesc heurisko ceea ce in traducere inseamna a descoperi.
Tot aici sunt date sensurile lui euristic cu functiile sintactice de adjectiv, substantiv gi
in combinatie cu termenul algoritm. Ca adjectiv, euristic priveste procedeele
metodologice, fiind ceva care serveste la obtinerea unor cunostinje noi sau care se
aplici metodelor descoperirii §i ale inventiei. Sensul de substantiv al lui euristica
desemneazd o ramurd de §tiin{d care are ca obiect studierea activitatii creatoare, a
metodologiei s§i tehnicii inovafiei intelectuale. Tot in acelagi articol mai este
menfionat §i termenul de algoritm euristic definit ca un algoritm verificat pe cazuri
particulare dar nedemostrat ca valabil pentru cazul general sau ca algoritm care da o
solufie aproximativa unei probleme.

Din cele de mai sus rezultid ci notiunile de euristica si algontm e--istic sunt
nofiuni foarte des utilizate. Dar, cu toatd rdspandirea metodelor euristice, au fost
elaborate pAnd acum destul de pufine lucrari in care sd fie studiate §i prezcntate
sistematic aceste metode.

Prin extindere, aproape orice teorie matematica §i aplicatiile ei sunt in ultima
instan{d procedee euristice. Pentru rezolvarea unei probleme practice cu ajutorul
matematicii se parcurg in general urmatoarele etape:

1. Construirea unui model matematic.
2. Rezolvarea teoreticd a problemei.
3. Interpretarea rezultatelor in cazul real.

In fiecare dintre aceste etape sunt efectuate aproximatii datorate pe de o parte
diferitelor abstractiziri, pe de alta parte imperfectiunii masuratorilor si eventual
subiectivitafii. Oricat de elaborat ar fi modelul matematic ales, se pot gisi elemente
ale lumii reale care nu au fost luate in consideratie in model si care eventual ar putea
sd determine calitatea solutiei gasite. De foarte multe ori, desi se operea logic cu
mulfimi infinite, implementarea calculelor se face prin multimi finite. O influenta

mare o are $i modul de abordare a problemelor. Dam in acest sens un exemplu.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




4 Algoritmi euristici

S-a facut un test privind aptitudinile casnice ale barbatilor. Una dintre
intrebirile testului era cea privind indicarea modului de preparare a unui ceai.
Majoritatea lor a indicat urmdtorul algoritm de preparare a unui ceai:

Algoritmul 0.1. (Preparare ceaj)
1. [Apa] Se pune apa in ibric.
2. [Fierbere] Se fierbe apa din ibric.

3. [Finalizare] Se adaugi ceai, zahar, lamaie $i eventual rom, apoi STOP. B

Deosebiri esentiale au aparut in raspunsul la urmatoarea intrebare in care se
punea problema prepararii ceaiului in cazul in care in ibric exista deja apa. Astfel, o
parte dintre barbai a rezolvat problema prin adaugarea la inceputul algoritmului
precedent a pasului suplimentar:

0. [Verificare] Daci in ibric este apa, atunci se merge la pasul 2.
Dar au fost §i unii dintre barbati care au gasit o solutie in care se adduga la inceput:
0. [Verificare] Daca in ibric este apa, atunci se varsa apa din ibric.

Ambele solutii sunt corecte din punct de vedere al rezultatului final. Dar
ambele au atét calitifi cdt si deficienje. A doua solutie este in spiritul gandini
matematice de a reduce rezolvarea unei probleme la rezolvarea altei probleme pentru
care se cunoagte solufia. Se poate lucra astfel modular, fiind suficient de a g+ ca un
modul are o mulfime de date de intrare i o 1mullime de date de iesire fari . fi de
interes procedeul cu care se giseste solufia. Prima solutie tine seama de structura
algoritmului de rezolvare, speculind forma solutiei. Acest mod de gindire poate si
duci la solutii mai eficiente. In cazul de fati, nu numai ci se economisesc unele
operafii, virsarea apei §i punerea altei ape in ibric, dar poate sa duca la solutie pentru
unele situatii care nu se pot rezolva prin a doua solutie, cum ar fi oprirea apei curente
pentru o perioada de timp din cauza unei defectiuni la reteaua de distributie.

Scopul acestei cirfi este identificarca si prezentarea diferitelor clase de
algoritmi euristici §i metodele de aplicare ale accstora. Trebuie sa recunoastem ca este
greu de inclus intr-un singur volum toate clasele de algoritmi euristici, numarul lor
filnd foarte mare, acest subiect fiind abordat intr-o multime de lucrdri aparute in
reviste de specialitate.
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Introducere 5

Dupi cunostinga autorilor, aceasta este prima monografie din {ara noastra care
abordeaza sistematic acest domeniu cu o mare aplicabilitate. Asa cum vom mentiona
in continuare, diferite tipuri de algoritmi euristici sunt studiate in lucrari din domenii
foarte diverse cum ar fi cercetirile operationale, analiza numeric3, teoria sistemelor,
structuri de date, matematici financiare, fizica, chimie, biologie, arhitecturd, teoria
simularii, statistica, medicina g1 multe altele.

Structura lucririi este o reflectare a modului in care intervin metodele euristice
in rezolvarea diferitelor probleme practice. Bazati pe o bogatd experienta didactica si
din dorinfa de a face o carte cu adevarat utila, am selectionat pentru a prezenta
metodele cu o cat mai mare aplicabilitate. in mod inevitabil, unele din aceste metode
au primit o tratare mai ampla, fiind ilustrate cu exemple, iar altele au - st trecut:
numai in revistd. Pentru diferitele proprietiti enuntate am inclus §i demonstrafii
numai in cazurile cind acestea dau informatii suplimentare sau pentru o mai buni
intelegere a notiunilor.

Nu am inclus in carte metodele tratate in domeniul analizei numerice desi
aceste metode sunt in cea mai mare parte algoritmi euristici. Pentru aceste metode
existd deja o literaturd bogata. Pot fi consultate in acest domeniu cirti editate in tara
noastra, elaborate de autori romani sau traduceri, ([BUC73], [CRA82], [DOR76],
[MARS7] etc.) si in strainatate, de referinta fiind lucrarca [DEMS&1].

Am insistat asupra metodelor combinatoriale, a celor care utilizeazi teoria
grafurilor si in special asupra metodelor de rezolvare a problemelor de planificarea
activitdfilor. Aceste metode au o foarte mare aplicabilitate in majoritatca domeniilor.
Calitatea solutiilor determinate §i aproximarca cat mai buna a solutiilor optimale pot
sd fie hotaratoare pentru obtinerea unor beneficii materiale i morale in domeniul
bancar, in transporturi, in comunicatii, in servicii, in informatica, in elecr .hnica, ‘n
electronica, in medicina si in multe alte domenii.

Cartea contine un numir de sapte capitole.

in Capitolul 1 se prezinti caracteristicile claselor de algoritmi euristici. Sunt
definite diferitele tipuri de metode aproximative. Se dau metode de analizd a
algoritmilor euristici prin care se determina calitatile lor §i metode de sinteza pentru
acesti algoritmi prin care se pot ei clabora. Scopul acestui prim capitol este
prezentarea unor instrumente de lucru pentru abordarea problemelor solutionate prin
intermediul algoritmilor euristici. In ultima parte a acestui prim capitol sunt prezentati
algoritmii genetict st evolutivi.
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6 Algoritmi euristici

In Capitolul 2 se consideri citeva probleme din domeniul combinatoric.1. Sunt
studiate probleme cum sunt: imperecherea minimala, problema rucsacului, probleme
de aritmetica combinatorie, selectarea §i ordonarea dispozitivelor de orientare,
problema supersirului minimal, acoperirea unui set de multimi §i minimizarea sumei
maximale pe liniile unei matrici. De cele mai multe ori problemele de combinatorici
presupun enumerarea unor elemente ale unor multimi §i alegerea unor submulfimi ale
accstor elemente drept solutii posibile. Euristicile aplicate in acest caz restrang
mul{imile initiale la mul{imi cu mai putine elemente.

in Capitolul 3 sunt abordate probleme din teoria grafurilor. Dacd am tratat pe
larg probleme de drumuri minime care sunt invocate in foarte multe aplicatii, nou am
tratat decat sumar probleme de fluxuri. Acestea din urma sunt tratate in mai multe
lucrdn ce au apdrut §i in limba romdnd. Sunt date metode de rezolvare pentru
problema arborelui lui Steiner, pentru localizarea centrelor unui graf, pentru
descompunerea unor grafuri, pentru plasarea facilitafilor intr-o retea, pentru .*-umuri
hamiltoniene §i pentru generarea unor separatori.

in Capitolul 4 se dau mai multe metode de rezolvare euristic a unei probleme
particulare din teoria grafurilor §i anume problema comisvoiajorului. Aceastd
problemd a permis construirea unor clase importante de euristici ce au putut si fie
aplicate la solutionarea unui mare numar de probleme. Sunt tratate cazuri particulare
cu restrictii sau cu folosirea mai multor persoanc, probleme de localizare a statiilor de
servire §i diferite aplicatii.

In Capitolul 5 este indicati o marc varietate de metode pentru rezolvarca
problemei planificirnii activitdfilor. Aceastd problema este una din ccle mai frecvent
intalnite in practici. In plus, multe din metodele indicate in acest capitol pot fi
adaptate pentru a obtine solutii §i pentru alte probleme din alte domenii. Am incercat
sd prezentam metode cit mai variate §i care si satisfacad diferite conditii suplimentare
impuse planificirilor. Sunt indicate metode de solutionare polinomiale (bazate pe
drumuri critice, pe circuite critice §i metode clasice), metode nepolinomialc  )azate
pe programare dinamicd §i metode arborescente), cazuri speciale de plaaificari
(procesoare distincte, cu timpi de adaptarc, cu profit maxim, minimizarea sumei
intarzierilor, cu grafuri liniare, programari siohastice, planificdri preemtive §i cu
divizarea procesorilor, minimizarea timpului mediu etc.). Sunt date o seric de aplicatii

ale acestor metode.
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Introducere 7

In Capitolul 6 se dau metode de solutionare a problemelor de programare
liniard intreaga atat sub forma generald cat si cu variabile 0-1 si diferite aplicatii care
duc la rezolvarea unor probleme de acesi tip cum ar fi problema de; zitari si
procesarea pe mai multe magini paralele independente.

In Capitolul 7 au fost incluse alte probleme ce nu sunt de tipul celor prezentate
in capitolele anterioare §i care se rezolva tot prin metode euristice. Au fost prezentate
metode pentru ajustarea costurilor in cazul incertitudinii cererilor, localizarea
deservirii, reaprovizionarea comund, plasarea optimald a bancilor de contur,
descompunerea matricilor de trafic in comunicatia prin sateliti, problema monezilor,
organizarea memoriilor liniare, arbori binari optimi pentru cdutare, problema sahului
si alte probleme.

Modul de prezentare a algoritmilor este cel utilizat in multe lucrant de
informatica. Execufia unui algoritm se realizeazd in felul urmitor. Se incepe cu
efectuarea operatiilor indicate in primul pas. Terminarea unui algoritm are loc daca se
ajunge la STOP sau se termina de efectuat operatiile din ultimul pas al algoritmului §i
nu se indica efectuarea operatiilor de la un alt pas. Daca sunt efectuate opr - tiile unmi
pas §i nu este previzutd trecerea la un alt pas, atunci se trece la efectuarea operatiilor
previzute la pasul urmitor, in afara cazului, mentionat mai sus, in care s-au terminat
de executat operatiile ultimului pas precum si in cazul in care in unii pasi se indica
executarea repetatd a unor pasi pentru diferite valori ale unor parametrii. Fiecare pas
contine la inceput, incluse intre paranteze drepte, un cuvant sau o expresie care
sintetizeaza operafiile prevazute in acel pas.

Pentru marcarea termindrii textului corespunzator unor teorcme, leme, definitii,
algoritmi, exemple si altele am folosit semnul B . Inceperca textului ce defineste
aceste notiuni se face prin litere ingrogsate §i sunt, in gcneral, numerotate.
Numerotarea se face prin numarul capitolului din care face parte $1 numarul curent de
tipul respectiv. Au fost utilizate numere §i pentru unele expresii, figuri, formule si
tabele pentru a fi usor de referit.

Notiunile definite in text, corespondentul din diferite limbi strdine a unor
cuvinte sau expresii §i majoritatea notatiilor sunt reprezentate prin /i.  cursive
pentru a putea sé fie mai usor reperate.

Bibliografia plasata la sfarsitul caryii, cu toate cd este bogatd, este departe de a
fi completa. Am inclus in special acele lucrdri care sunt mai apropiate de aspectele
tratate §i care ajuta cititorul si aprofundeze problematica algoritmilor euristici.
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8 Algoritmi euristici

Prin modul de prezentare, prin enuntarea unor rezultate foarte putemnice,
explicarea folosirii acestora si posibilitatea implementarii pe calculator, lucrarea se
adreseazi studenfilor din facultijile de informaticd, matematicd, fizica, chimie si
biologie, ai institutelor tehnice §i economice, agronomice si de m~dicinj,
cercetatorilor din domeniile amintite, precum $i personalului din compartimz..ele de
conducere §i control.

Sperdm ca aceasta lucrare sa se dovedeascd utila i sd se bucure de popularitate
intre specialigti i nespecialisti care utilizeaza metodele informatice pentru rezolvarea
problemelor practice §i pentru diferite alte aplicatii posibile. Plecand de la deviza
repetata foarte des de profesorul Grigore C. Moisil:

Cea mai scumpi stiintd este mult mai ieftind decat cea mai ieftina negstiinta!

dorim §i noi ca metodele prezentate aici sd fie cunoscute s1 aplicate cit mai mult.

Mulfumim pe aceasta cale tuturor celor care au contribuit la finalizarea acestei
dorinte a noastre de a inchega o teorie a algoritmilor euristici plecind de la lucrani
disparate §i bazindu-ne pe experienta noastrd la catedra si in utilizarea tel -'cii de
calcul. Ne referim in primul rand la colegii de munca si prietenii nogtri care ne-au
incurajat mereu cu sfaturi si informatii utile. Apoi ne referim la colectivul cu care am
colaborat la Editura Academiei. Am gasit aici multd Tntelegerc si solicitudine din
partea doamnei SILVIA CANDEA, a domnului PETRE MOCANU, a domnului
director IOAN GANEA si a multor altora pentru pregitirca i liparirea acestei carti.
Nu in ultimul rdnd vrem sd multumim sofiilor noastre $1 familiilor noastre pentru
injelegerea timpului sacrificat lor ca sa putem realiza aceastd lucrarc. Nc-am bucura
nespus sd stim ca aceste sacrificii nu au fost zadarnice s$i sd putcm s@ inregistraim
reactii, pozitive s-au critice, care sa ne dovedeascda intercsul pentru tratarea
subiectului algoritmi euristici. In functic de acestea vom sli daca trebuie si continuam
sau nu sd depunem eforturi noi pentru destclenirea altor mctodc de tipul celor
prezentate aici.

Bucuresti 10.12.1997 AU Rll
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1 ANALIZA SI SINTEZA ALGORITMILOR
EURISTICI

Acest capitol cuprinde definirea euristicilor si algoritmilor aproximativi,
clasificiri §i principalele metode de analizare §i elaborare alc acestor algoritmi.
Pentru majoritatea metodelor sunt date exemple. Unele probleme sunt reluate i
dezvoltate noi metode de solutionare ale lor in capitolele urmatoare.

1.1. Algoritmi euristici §i aproximativi

1.1.1. Definitii de baza

Un algoritm se numeste algoritm aproximativ dacd genereazi, pentru o
problema P data, o solufie corecta avand o valoare apropiata, intr-un sens ce trebuie
precizat, de valoarea solufiei optimale.

De exemplu, metoda de extragere a rddacinii patrate a unui numdr real in
reprezentarea zecimalid permite determinarea unui numar oricdt de apropiat de
valoarea reald, considerata valoare optima. in unele cazuri, valoarea determinata de
algoritmul aproximativ este chiar valoarea optima. Pentru exiragcrea radacinii patrate
a unui numér zecimal aceasta se poale intampla acest lucru in cazul in care numarul

zecimalelor radacinii patrate este finit.

Un algoritm se numeste algoritm euristic daca, in contextul sdu, se folosesc
anumite strategii de identificare a solufiei care asigura obtinerea unor rezultante
rezonabile, In sensul ca aceste rezultate sunt acceptabile conform unor criterii ce se
presupun precizate. Cuvantul euristica desemneaza una sau mai multe strategii
folosite in cadrul unui algoritm euristic.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



18 Algoritmi euristici

De exemplu, metoda prin care se poate face acordarea creditelor la o bancd, in
care se urmdregte obtinerea unui profit cat mai bun, poate sa utilizeze diferite euristici
mai mult sau mai pufin eficiente cum ar fi:

e Acordarea creditelor in ordine descrescatoare a sumei cerute.

e Acordarea creditelor in ordine crescatoare a raportului dintre suma  uta i
garantiile date pentru rambursare.

e Acordarea creditelor in ordine crescatoare a timpului cerut pentru rambursare.
e Acordarea creditelor in ordine descrescétoare a timpului cerut pentru rambursare.
e Acordarea creditelor in ordinea de prioritate a unor investitii.

Un algoritm euristic pentru acordarea creditelor poate s combine mai multe
euristici pentru a obtine un rezultat cat mai apropiat de profitul maxim. Considerarea
uneia sau a alteia dintre euristici se face in funcfie de al{i prametri, care pot sa
intervind 1n luarea deciziei, cum ar fi: modul de efectuare a platilor, cursul de schimb,
valoarea depozitului disponibil etc.

Majoritatea algoritmilor aproximativi au la baza lor euristici, asa incét in
literatura de specialitate nu se face o deosebire neta intre aceste doud notiuni.

In continuare, se vor folosi urmitoarele notatii si definitii:
A - pentru algoritm,
I - o mulfime de date particulare pentru un algoritm A4 (intrarea).
A(]) - rezultatele furnizate de algoritmul 4 pentru multimea I (iegirea),
OPT - algoritm optimal (care determina solufia optimala),
OPT{(]) - rezultatele furnizate de un algoritm optimal ce efectueazi calcule in aceleasi
conditii ca si algoritmul 4.
Se pumeste performanta absoluta (in limba englezd «absolute performance
ratio) a unui algoritm de minimizare, respectiv maximizare marimeca:
R4 = 4D\ / |OPT(), respectiv R4(1) = |OPT()| / |A(/)].
Se observa din definitie cd R (/) = 1.
Se numeste eroare a unui algoritm aproximativ A marimea R definita astfel:
Ry=inf{r >0 R, (I) < r + 1, pentru toate problemele individualc alc algoritmmlui A4}.
Se numeste eroare asimptotica a unui algoritm aproximativ A marimea.
R} =inf{r > 0| existd N € Z" astfel incat, Ry(J) <+ |,
pentru orice / pentru care |OPT(J)| > N}.
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Pentru o problem3 de optimizare P, se numeste cea mai bund eroare
asimptotica marimea:

Rumv(P) = inf{r 2 0 | pentru rezolvarea problemei P, exista un algoritm
aproximativ polinomial 4, astfel incat Ry = r}.

Algoritmul A4, pentru determinarea solutiei unei probleme P, se numeste
algoritm de aproximare absoluta daca $i numai daca existd o constanta & astfel incat
|OPT(I) - A(1)| < k, pentru orice /.

Algoritmul 4 se numeste algoritm f(n)-aproximativ daca 5i numai dacd:

|OPT() - A(D| / |OPT(D)| < fin).
pentru orice / de marime n. Prin mdrime a unei mulfimii de date / se infelege o
masura definitd pe multimea /.

Algoritmul 4, se numeste o schema &-aproximativa daca §i numai dacd, pentru
orice £> 0, A, genereazi o solufie pentru care:

|OPT(I) - A(D)|/ |OPT(J)| < &

O schemid aproximativa se numeste schema aproximativa in timp polinominal
daci i numai daca, pentru orice ¢ > 0, timpul de calcul estc polinomial in masura
definitd pe mulfimea /.

O schema de aproximare pentru care timpul de calcul cstc polinomial atét in
misura pe multimea / cat si in 1 / £ se numeste schema de aproximare complet
polinominala in timp.

Fie P, si P, doua probleme. Problema P, se reduce la problen. Py, $1 se
noteaza P, a P,, dacd si numai dacid existd o metodd de rczolvare a lui P, cu un
algoritm deterministic in timp polinomial utilizand un algoritm deterministic in timp
polinomial care rezolva problema P,.

Un rol esential in studiul complexitatii algoritmilor il are problema
satisfiabilitafii. Aceasta problema constd in identificarea faptului dacd o formula
booleana este adevarata pentru o muljime data de valori ale variabilelor ei.

O problema P este NP-dificila (in englezd NP-hard) dacd si numai dacd
problema satisfiabilititii se reduce la P.

Un algoritm este algoritm pseudo-polinomial in timp daca are o complexitate
polinomiala in LUNGIME(I) si MAX(J), unde LUNGIME(/) este numarul de biti in
reprezentarea mulfimii / §i MAX(J) este valoarea celui mai marc numdr din /.

Algoritmii euristici sunt preferati algoritmilor exacti in cazul cand ei furnizeaza
solutii suficient de apropiate de solutia optimala si pot fi implecmentati ugor. + J
reduceri evidente in timp §i spatiu.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



20 Algoritmi euristici

1.1.2. Algoritmi aproximativi

In continuare vom prezenta mai mulfi algoritmi ilustrativi pentru diferitele
tipuri de aproximare. Pentru fiecare dintre probleme vom da algoritmi de solutionare
si, eventual, exemple de aplicare ale acestor algoritmi. Pentru majoritatea
algoritmilor, vom indica si alte posibile aplicatii in diverse domenii de larg interes.
Exemple mai complexe vor fi tratate in capitolele urmatoare.

1.1.2.1. Algoritmi cu aproximare absoluta

1.1.2.1.1. Problema memorarii fisierelor pe doud benzi

Punerea problemei. Fiind date doud benzi magnetice T si 75, de lungimi b, i
respectiv b, si n figiere f, f,, ..., f, de lungimi /y, b5, ..., l,, s3 se plaseze pe cele doua
benzi un numir cit mai mare din figierele date. B

Aplicatii posibile: acordarea creditelor la banci, umplerea containerelor.

Aceastd problemd este NP-dificila. Un algoritm aproximativ pentru
solutionarea ei este urmatorul:

Algoritmul 1.1. (Benzi-magnetice)
1. [Ordonare] Se ordoneaza fisierele in ordinea crescitoare a lungimii lor; figierele

de aceeasi lungime se pot lua in orice ordine.

2. [Umplere banda 1] Se incarcd la maximum prima banda cu fisiere in ordinea
stabilitd la pasul 1.

3. [Umplere banda 2] Se incarcd la maximum a doua banda cu figierele .dmase,
considerate tot in ordinea stabiliti la punctul 1, si apoi STOP. ®

Are loc urmitoarea proprietate, care dovedeste ca Algoritmul 1.1. este algoritm
de aproximare absoluta:

Teorema 1.1. [HOR78] Fie I multimea de fisiere ce urmeaza a fi memorate i
A(I) numarul de figiere memorate in conformitate cu algoritmul 1.1. Atunci:

|OPT(]) - A < 1,
unde OPT{(]) este solutia optimala. B

Algoritmul 1.1. poate fi generalizat la cazul a k benzi, cu un algoritm de
aproximare absolutad in care benzile sunt umplute pe rand de fisierc considerate in
ordinea crescétoare a lungimii lor, aproximarea fiind in acest caz:

|OPT() - A(D| < k - 1.
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1.1.2.2. Algoritmi A n)-aproximativi

1.1.2.2.1. Problema comisvoiajorului

Punerea problemei. Se presupun m orase legate intre cle fiecare cu fiecare
prin drumuri de lungime dati. Se cauta un circuit de lungime minima care si trecid o
data §i numai o data prin fiecare dintre orase. B

Aplicatii posibile: stabilirea traseelor postale sau de alta natura, aprovizionarea
magazinelor, planificarea activititilor.

Aceasti problemi este NP-dificild. In cazul in care distantele dintre localitatile
pe care le parcurge comisvoiajorul satisfac regula triunghiului adica:

d(a, c) < d(a, b) + d(b, ¢), pentru orice a, b. ¢,

unde d(a, b) reprezinta distanta intre localitdtile a si b, se poate clabora un algoritm
euristic, numit cel mai apropiat vecin, i notat NN (din Nearest Neighbor).

Algoritmul 1.2. (NN - Nearest Neighbor)
1. [Initializare] Se pleaca dintr-un oras oarecare considerat drept oras initial.
2. [Continuarea drumului] Atéta timp cat mai sunt orage ncparcursc, se alege drept
urmitoarea localitate cea mai apropiatd dintre cele neparcurse inci.
3. [Inchiderea circuitului] Se revine in oragul initial apoi STOP. ®

Teorema 1.2. [GAR79] Pentru problema comisvoiajorului cu m orase §i in
ipoteza regulii triunghiului, are loc inegalitatea:

(NN(I) - OPT(D)) / OPT(I) < 1/2 ([ logam | - 1.
Mai mult, pentru orice valori ale lui m exista probleme individualce pentru care:
(NN(I) - OPT(D))/ OPT(N > 1/3 (loga(m + 1) - 5/3).

O demonstratie a acestei teoreme se poate gasi in [ROS77). &

Din teorema 1.2. rezultd ca algoritmul NV este un algoritin de aproximare
172 [logym 1.

Problema comisvoiajorului va fi tratatd pc larg in capitolul 4 unde vor fi
indicate multe alte metode de rezolvare si aplicatii ce se pot rczolva folosind solutii

ale acestei probleme.
1.1.2.3. Algoritmi s-aproximativi
1.1.2.3.1. Planificarea activitatilor independente

Punerea problemei. Se presupune cxistenta a m (m > 2) proccsoare de acelasi

ciwer o
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pentru executie timpii ¢y, 1, ..., t,, astfel incat timpul total de lucru sa fic cat mai mic
posibil. B

Aplicatii posibile: tratarea programelor de citre sistemele de operare,
planificarea sistemelor de servicii, stabilirea planurilor de croire.

Problema obfinerii unui timp minim de execufie a mai multor activititi
independente este NP-dificila. Urmatoarea strategie de executie asigurd terminarea
parcurgerii tuturor activitafilor intr-un timp foarte apropiat de cel optim.

Definitia 1.1. O planificare LPT (longest processing time) cste rczultatul unui
algoritm carc, ori de cite ori un procesor devine liber, alocd acestui procesor o
activitale de duratd maxima dintre activitfile nealocate inca. B

Exemplul 1.1. Fle m= 3, n=17 $l (t., t, t3, U, s, g, t7) = (5, 5. 4, 4, 3, 3, 3) Pe
figura 1.1.a) este aratata solufia obtinuta utilizand planificarea LPT de durata totala 11
1 pe figura 1.1.b) este data solufia optimala pentru aceleasi date dc durali tot=ia 9. B

Pl 1 5 7 Pl 1 3

P2 ) oy P2 2 4

P 3 4 P3| 5 6 7
45 3 S6 9

Fig. 1.1.

Teorema 1.3. [HOR78] Fie OPT{J) timpul optimal i LP7(/) timpul furnizat de
un algoritm bazat pe planificarea LPT de efectuare a mai multor activitdfi pe m

proccsvare. Atunci:
(LPT() - OPT(N)/ OPT(N<1/3-1/3m).
O demonstratia a acestei leoreme se gaseste in [GRA69]. B
Existd exemple pentru care are loc cgalitatea in relatia precenden 2 (vezi
exemplul 1.1.)
Din teorema 1.3., rezulta ca planificatea LPT este, pentru problema planificarii
activitafilor independente, o schema (1 /3 - 1/ (3m))-aproximativa.

1.1.2.3.2. Problema impachetarii

Punerea problemei. Se considera n obiecte ce urmeazi si fie incircate 1n lazi
de capacitate egald cu L. Se cere o strategie care sa asigure incdrcarca cclor n obiecte
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intr-un numdr minim de 13zi, fiecare obiect find incarcat integral intr-o singura lada.
Obiectul i necesita /; unitdfi de capacitate. Se presupune ci /; < L, pentru orice i=1,2,...,n.
Altfel problema nu ar avea solufie pentru cd ar exista obiecte carc nu incap .0 lizi. |
Aplicatii posibile: alocarea memoriei, planificarea activititilor pe clase de
prioritate, coletirie.
Problema este NP-dificila.

Pentru rezolvarea acestei probleme existda mai multe curistici dintre care
mentiondm urmatoarele patru euristici simple:

1. First Fit (FF). Lazile se presupun numerotate §i inifial sunt goale. Obiectele sunt
parcurse in ordinea 1, 2, ..., n. Pentru a impacheta obiectul , se cauti cel mai mic
indice j astfel incat lada j este completa pind la nivelul r, r < L - /, si se introduce
obiectul i/ in lada ;.

2. Best Fit (BF). Condifiile inifiale pentru obiecte si ldzi sunt aceleasi ca mai sus.
Pentru obiectul i, se cautd cel mai mic indice j astfel incat lada j este umpluta
péna la nivelul r, r < L - /;, r fiind cat mai mare posibil, si sc introduce obiectul i
in lada .

3. First Fit Decreasing (FFD). Se ordoncaza obiectele in ordinca descrescitoare a
lungimilor lor, /; 2 /1), pentru i = 1, 2, ..., n, si se aplica curistica FF.

4. Best Fit Decreasing (BFD). Se ordoneazd obiectele ca la curistica FFD si se
aplica euristica BF.

Exemplul 1.2, Fie L = 10, n = 6 51 (I, b5, I, Is, s, Is) = (5, 6, 3,7, 5, 4).

O solutie optimald a problemei este aratata in figura 1.2., tiind indicate numai

dimensiunile obiectelor puse in 1azi. Aplicind metoda FF se obtine o solutie cu 4 ldzi

ce contin in ordine elementele (1, 3), (2, 6), (4) si (5). Metoda BF da o solutie tot cu

4 lazi, care confin elementele (1, 5), (2, 3), (4) si (6). Metodelc FFD si BFD dau

solutia optimala, abstractie facand de o interschimbare intre prima si ultima lada la

solutia prezentata in figura 1.2. &

-~

Fig. 1.2.

Se pot construi exemple pentru care euristicile FFD si BFD dau rezultate mai
bune decat FF si1 BF dar i exemple in care FF sau BF sunt mai eficicnte.
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Teorema 1.4. [GAR79] Pentru toate problemele individuale de impachetare are
loc inegalitatea:

FF()<17/10 OPT(I) + 2.

In afari de aceasta, exista probleme pentru care OPT(J) este oricat de mare si:
FF(D) = 17/10 (OPT() - 1).

O demonstratie a acestei teoreme se poate gasi in [JOH74a]. m

Teorema 1.5. [GAR79] Pentru toate problemele individuale dc impachetare are
loc inegalitatea:

FFD(I) < 11/9 OPT(]) + 4.
Exista probleme individuale pentru care OPT(J) este oricat de marc si:
FFD(I) > 11/9 OPT(I).
O demonstrafie a acestei teoreme se poate gisi in [JOH74a]. &

Pentru metodele BF si BFD se pot demonstra proprietiti asemanitoare. Acestea
dovedesc faptul ca cele patru metode fac parte din clasa metodelor ¢ - aproximative.

1.1.2.3.3. Problema rucsacului

Punerea problemei. Fiind date multimile P = {p,, ps, ... p,} 50 W= L owy, .,
w,}, unde P este mulfimea profiturilor obiectelor 1, 2, ..., » s5i I ¢ste mulfimea
ponderilor acestor obiecte, se cere:

sd se maximizeze X pJ; cu conditia 2w, < Msi 6 € {0, 1}, pentiui=1,2,..,r,
unde M reprezinta capacitatea rucsacului in care se incarca obicclicle. Cu alte cuvinte,

sd se determine o submul@iﬁs de obiecte, a caror pondere totald sd nu depédseascd M,
capacitatea rucsacului, §i sa dea un profit total maxim posibil. B

Aplicatii posibile: incircarea containerelor, stabilirea rutelor pe calea ferata.

Se presupune cd obiectele au fost ordonate in ordinca nccrescitoare a
densitatilor profitului, adicd p;, / w; 2 pi; / wu, pentru i = 1, 2. ... r - 1. Fie
L1, P, W, M) profitul obtinut pe calea umplerii, in ordinea necrescitoare a rapoartelor
pi ! w;, a acelei parti din rucsacul de capacitate M care a ramas ncocupatd dupi ce
obiectele din / au fost introduse in rucsac. P si W au semnificatiile de mai sus §i se
presupune ci r > 0 si ::Z'I w; <M.

Algoritmul 1.3. (1, P, W, M)
1. [Initializari] Se face L = _le,-, D=M- ZI wosii= 1.
1€ 1€
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2. [Testare obiect] Daci i¢/ i w; < D, atunci se face I=IU{i}, L = L+p; i D= D-w;.
3. [Urmitorul obiect] Se face i =i + 1; daca i < r, atunci se trecc la pasul 2.
4. [Terminare] Furnizeazi L §i STOP. B

Este evident ca acest algoritm are complexitatea O(r).

Pentru rezolvarea problemei rucsacului se poate folosi urmaitoarea euristica.
5 . r o : <
Pentru un £ dat, se genereaza succesiv toate cele (k) submultimi de o’ .cte. Daca

submulfimea / curent generata satisface conditia 2 w; > M, undc M este capacitatea
iel

rucsacului, ea este eliminata. Altfel spafiul ramas liber in rucsac, adica M - ZI w;, este
i€

incédrcat utilizind, in ordinea descrescitoare a raportului p; / w,, obiccte ce nu apartin
multimii / i fard a depasi pe M. Dintre toate aceste incarciri sc alege aceea ce are
valoarea profitului maxima.

In algoritmul urmitor, vom considera ci r este numirul total de obiecte,
ponderea unei combinafii este suma ponderilor obiectelor ei si & este un intreg
nenegativ care defineste ordinul algoritmului.

Algoritmul 1.4. &=APROX(P, W, M, r, k)
1. [Initializare} Se face PMAX = 0.

2. [Maximizare profit] Pentru toate combinatiile / de mirime cel m i k < r i
pondere cel mult M se face:
PMAX = max{PMAX, L(I. P, W, M) ;.

3. ATerminarel Furnizeazi PMAX si STOP. B

Exemplul 1.3. Fie problema rucsacului cu r = 8 obiccte, marimea rucsacului
fiind M = 110, profiturile P = {11, 21, 31, 33, 43, 53, 55, 65} si ponderile W= {1, 11,
21, 23, 33, 43, 45, 55}. Obiectele sunt ordonate necrescator in raport cu p; / w;.

Solutia optimala este definitd de obiectele 1, 2, 3, 5 si 6. Profitul optimal este
P’ = 159 si ponderea este D* = 109.

Pentru diferiti £ se obtin urmatoarele solutii aproximativc:

Pentru & = 0, PMAX este chiar marginea inferioara L(Q,. 1), M), PMAX = 139;
= (1,1,1,1,1,0,0,0); D = T &w; = 89; 100 (P" - PMAX) / P* = 2000 / 159 = 12.6%.
Se analizeaza o singura combinatie: / = &.

Pentru k= 1, PMAX = 151; 6= (1,1,1,1,0,0,1,0); D= 101; 100 (P'- " (AX)/P" =
=800/ 159 = 5.03%. Se analizeazd 9 combinatii: /=, I=1}. /= {21, ..., I={8}.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



26 Algoritmi euristici

Pentru k = 2, PMAX = P* = 159; §=(1,1,1,0,1,1,0,0); D = 109. Se analizeazi
37 de combinatii: 1=, 1= {1},1={2},...,1=(8},1={1,2}, /= {13}, ..., = {7,8}.
Se determina chiar solufia optimald. B

Teorema 1.6. [HOR78] Algoritmul &A4APROX este un algoritm ¢-aproximativ
pentru care |(P* - PMAX)/ P'| <1/ (k+ 1), pentru k> 0. Timpul de lucru are ordinul
O(k**") si memoria necesara este de ordinul O(r).

Demonstratie. a) Si demonstrdm ca (P" - PMAX) / P| <) / (k+ 1) Si
presupunem cd solutia optimald a fost obfinutd prin introduccrca in rucsac a
urmatoarelor j obiecte cu py, p,...., p; $i Wy, W,,...w,. Pentru j < £, algoritmul ¢ APROX
furnizeazi solutia P°, deoarece toate combinatiile de marime mai mica sau egali cu &
sunt testate, printre ele fiind §i solufia optimala. Fie j > k. Presupuncm ¢ii variabilele
din solutia optimala au fost ordonate astfel incat:

. py,py-...0; sunt cele mai mari k valori p; din P’ si
2. celelalte j-k obiecte ramase sunt ordonate necrescator dupa densitirile profitului:
Pror / Wit 2 Praa/ Weaa 2 2 By Wy

Conditia 1. implica p,,, < P’/ (k+ 1), pentru t = 1,2,...j-k. La 0 anumita etapi
a pasului 2 al algoritmului &-4PROX, combinatia I corespunde sirului j,.p,,...,p; . S&
considerim mai in detaliu aceasti etapa. In procesul calculului marginii inferioare a
solutiei L(1,P,W,M) fie (p,,, w,,) primul obiect din P’, adica unul dintre obiectele ce au
profiturile p,.,.... p, care nu este introdus in rucsac. Dacd un astfel dc obicet nu exista,
atunci s-a obfinut solufia optimald. Daca acest obiect existd, atunci sc obscrva ~a:

1. Un spatiu mai mic decat w,, din capacitatea rucsacului este neocupal.

2. Partea din rucsac umplutd pana acum cu algoritmul margini inferioare a fost
ocupata cu o densitate a profitului mai mare sau egald cu cca ulilizatd pentru
ocuparea partii ramase folosind obiecte din p, ;. P o, p, In accasta ordine, deci

1
?.‘A"‘ < L(I, P, W, M).
=k+

3. Maximul densitdtii la aceasta etapd este p, / w,, asa incdt spatiul ramas al
rucsacului nu poate contribui cu mai mult decét p,, pentru obtincrea lui P

Rezulta c3, in virtutea punctelor 2. gi 3. de mai sus:

. o 1 L .
P'=P+ kﬁlp,=P,+ "S;IP,.+ ip,.<P,+L(l,P,W,M)+p”,.
=k+ i=k+ i=m
Deoarece p,, < P’/ (k+ 1), se obtine P* - (P, + L({, P, W, M)) < I’ / (k+ 1). Prin
definifie, PMAX > P, + L(I, P, W, M). Prin urmare:
(P’ - PMAX)/ P’| <1/ (k+ 1), pentru k> 0.
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b) Pentru orice £, algoritmul £ APROX are o complexitate in timp polinomial.

. e e . - . r -
Deoarece numirul de combinatii de marime j este | .|, rezulti ci pasul 2 este

r . . . - . . .
executat de t(l.)<krk ori. Fiecare execufie a pasului 2 necesita un timp de ordinul
=

cel mult r. Prin urmare, timpul total are ordinul O(kr*"").

Datele memorate sunt &, / §i valorile cdtorva variabile simple. J*-mltd c3
memoria necesard are O(r). B

Teorema ce urmeazd precizeazd cat de bund estc marginea superioard
menfionati in teorema precedenta.

Teorema 1.7. [HOR78] Pentru fiecare & existd probleme alc rucsacului pentru
care |OPT - PMAX |/ OPT se apropie oricitde multde 1/ (k+ 1). &

1.1.2.4. Scheme aproximative in timp polinomial

1.1.2.4.1. Planificarea activitatilor independente

Vom prezenta o alta metoda pentru rezolvarea problemei enuntald in paragraful
1.1.2.3.1. si anume vom folosi urmitoarea euristica:
1. Pentru k dat (k < n) se cautd o solutie optima de planificare a & activitdfi cu cele
mai mari durate de executie.
2. Pentru cele n - k activitdti ramase se aplica strategia LPT.

Exemplul 14. Fiem =2, n=6; (1), t, 3, ta, ts, ) = (8, 6, 5, 4, 4, " ;1 k=4,
Cele mai mari 4 duratele de executie sunt 8, 6, 5, 4. Pe figura 1.3.0) cste ardtatd o
planificare optimala ce necesita 12 unitati de timp pentru acestc 4 activititi. Utilizdnd
strategia LPT pentru cele doud activitifi ramase se obtine solutia din lteura 1.3.b) cu
timpul total 15. Solufia optimala are timpul total 14 si este aratata pe lizura 1.3.c). B

Pl v Jal oo Pl 1 |46 pil 1 |z
P2 ]af Pl 2 |3|s|  Pefsfd4s]s
7] 15 14
a) b) 9]
Fig. 1.3.

Teorema 1.8. [HOR78] Fie o problema de planificare a activititilor cu m
procesoare. Daca A(/) este timpul generat de euristica precedentd atunct:
lA()) - OPT(D|/ OPT(D) < (1 - 1/ m)/ (1 +Lk/ ml).
Timpul necesar pentru obtinerea solutiei are ordinul:
O(nlogn+m™ "™ unde e<(1-1/m)/ (1 +Lk/m)) &
Teorema anterioarad arata ca euristica propusa este o schemd de apioximare in

timp polinomial.
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1.1.2.4.2. Problema comisvoiajorului

Vom prezenta o alta euristici pentru rezolvarea problemci comisvoiajorului
enuntatd in paragraful 1.1.2.2.1. Pentru aceastd problemd pot fi claborati algoritmi
polinomiali care se bazeazd pe utilizarea notiunilor din teoria grafurilor de arbore
partial, graf eulerian $i drum eulerian pe care le definim in continuarc.

Un arbore partial al unui graf G neorientat este un subgraf conex, aciclic §i
care confine toate nodurile lvi G. Un arbore parfial minimal este un arbore partial
pentru care suma lungimilor muchiilor este minima. Pentru construirca u i arbore
partial minimal se cunosc algoritmi polinomiali.

Un graf se numeste eulerian daci este conex si toate nodurilc lui ad grad par.
Se numeste ciclu eulerian intr-un graf un ciclu ce parcurge cxact v singurd datd
fiecare muchie. Un ciclu eulerian poate fi identificat in timp polinomial.

O euristica ce permite elaborarea unui algoritm polinomial peniru problema
comisvoiajorului, cu proprietatea inegalitatii triunghiului, este descrisa in continuare
si ilustrata pe figura 1.4. Mai intdi se determind un arbore partial minimal pentru
graful dat (figura 1.4.a). Apoi se construieste un drum ce constituic dubla parcurgere
in sensuri opuse a fiecirei muchii a arborelui (figura 1.4.b). In continuare, din acest
drum se elimina localitiajile deja parcurse (figura 1.4.c). Incgalitaica triunghiului
asigura obtinerea unui drum ce nu poate fi mai mare decét cel precedent.

a) Arbore partial b) Parcurgerea dubla ¢) Drumul parcurs in
a arborelui urma climindrilor
Fig. 1.4.

Teorema 1.9. [GAR79] Pentru toate problemele comisvoiajorului in care este
satisfdcutd inegalitatea triunghiului, notind cu MST euristica antcrivard, are loc
inegalitatea:

MST() <2 OPT(/).m

Din cele de mai sus rezulta ca euristica propusi este o schema de aproximare in
timp polinomial.
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1.1.2.5. Scheme de aproximare complet polinomiale

In continuare se prezintd trei tehnici de aproximare complct polinomiale,
exemplificate pentru problema cunoscuta sub numele de programare liniard booleana.

Punerea problemei: Se cere identificarea valorii:
max'g:I D; Xis
cu conditiile:
ia Xxi<b,pentruj=1,2,..,m

x;=0saul,pentrui=1,2,.. n
pira;20,pentrui=1,2, .. nsij=12,..,m &

Aplicatii posibile: aprovizionare, dieta, incarcare vagoaric, croire.

Fara a micgora generalitatea se poate prespune ca a; < b, i=1,..nsij=1,., n
Altfel valoarea lui x; trebuie si fie 0 si deci variabila respectiva poalc fi climinata.

Daca | < k < n, atunci asignarea x; = y,, { = 1, 2, ..., k. sc numeste asignare
efectuabila daca i numai daci existd cel pufin o solutie astfel incil v; si aiba valoarea
yi, pentru i = 1, 2, ..., k. O completare a unei asignan efectuabilc x, = y; este orice
solutie yy, ..., ypcux; =y, pentrui=1,2, .. k

Fiex,= y;si x; = z, i = 1, 2, ..., k, doua asignan efectuabilc pentru care y; # z;
macar pentru un j, | <j < 4, Daca Ipy; = Zpiz;, atunci y,, ..., vi dominag pe zi, ..., z

(.
daci si numai daca existd o completare y,..., Vi, Vi+1, ..., Yo astfel incit Lp,-y,- > ﬁp, Zi,
! i=1

pentru toate completarile z, ..., z, ale lui z,, ..., z.

Un mod de rezolvare a problemei enuntate consta in gencrarca sis  naticd &
tuturor asignarilor efectuabile plecidnd de la asignarea nuld. Fic S multimea tuturor
asignirilor efectuabile pentru x,, x,, ..., x;. Atunci S este asignarca nula si S este
mulfimea tuturor completarilor. Solutia problemei este data de o asiznare din $* care
maximizeazi functia obiectiv. ldentificarea solutici consta in gencrarca lui S " din
S9 pentru 1 < i < n. Daca o multime S contine doui asignari cfectuabile yy, ..., yy si
z), ..., z; astfel incat ¥ py;, = T p;z;, atunci utilizarea unor reguli .Ic dominare, daca
existd, permite eliminarea asignarilor dominate.

Exista cazuri in care regulile de dominare permit eliminirca unor asignari
efectuabile, chiar dacd ¥ py; # £ pizi. Drept exemplu se poatc vedea problema
rucsacului (vezi paragraful 1.1.2.3.3. si Sectiunea 5.5. din [HOR78)).

In continuare vom descrie metode euristice de rezolvare a accsiei probleme.
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1.}.2.5.1. Rotunjirea

Ideca acestei euristici consta in schimbarea suficient de mica a valorilor lui p;
in ¢ astfcl incat noua problema obtinuta sa admitd solutii destul dc apropiate de
solutitle problemei inifiale §i sa fie ugor de calculat.

Exemplul 1.5. Fie (p1, p2, p3, pa) = (1.1, 2.1, 1001.6, 1002.3) valorile problemei
/ date g1 valorile rotunjite (gq,, g2, g3, ¢4) = (0, 0, 1000, 1000) ale problemei I
aproximative. Diferenfa maxima de 7.1 dintre solutiile problemelor I 51 /* are loc dacd
x, = 1. 1 <7 £ 4 este o solutie pentru / (5i deci si pentru I’). Deoarcce o solutie
electuabild este x;, = x; = x3 = 0, x4 = 1, rezultd ca OPT(I) = 1002.3. Rezulta ca
(OPT(I) - OPT(I')) / OPT(I) < 0.007. Pentru problema / asignirile efectuabile
vanabilelor (x), x,, X3, x4) in multimile SO ., S sunt urmatoarele:

S = {(0000)};

S = SO {(1000));

Y= 8O {(0100), (1100)};

§ = §9° G {(0010), (1010), (0110), (1110)};

S S0 {(0001), (1001), (0101), (1101), (0011), (1011), (01115, (1111)}.
Multimilc $' determina urmatoarele multimi de valori:

S 10);

S50, 1.1

SP 510, 1.1, 2.1,3.2);

§°'-» 40, 1.1, 2.1, 3.2, 1001.6, 1002.7, 1003.7, 1004.8};

§ o> {0, 1.1, 2.1, 3.2, 1001.6, 1002.3, 1002.7, 1003.4, 1003.7, 1004.4,
1004.8, 1005.5, 2003.9, 2005, 2006, 2007.1}.

in mod aseminitor, pentru problema /” rezultd multimile:
595 {0);

§7 - 10}

§% - {0};

5% - {0, 1000};

S - {0, 1000, 2000}.

Tindnd seama ca pentru problemele /, respectiv I’, sumele i's“’| au valorile
i=0
31, respectiv 8, rezultd ca problema I’ poate fi rezolvata intr-un timp aproximativ de

patru ori mai mic decat cel necesar pentru rezolvarea problemei /. B
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Teorema 1.10. [HOR78] Fie LB o estimare pentru OPT(J]) astfel incit
OPT(I) > LB si un & dat. Atunci, utilizdind euristica descrisa mai inainte, se poate
obtine o solufie a problemei I’ ce satisface condifia:

(OPT(I) - OPT(I"))/ OPT(N) < ¢
intr-un timp de ordinul O(n"/). W

Rotunjirea, aga cum a fost descrisd mai sus ca metodd generald, conduce la
scheme aproximative in timp de O(n/¢). Euristica propusi poate fi specializati insi
in vederea obtinerii unor solufii mai eficiente. Un exemplu ilustrativ il constitue
problema rucsacului.

Fie I datele problemei rucsacului, & eroarea dorita i OPT(]) valoarea solutiei
optimale. Mai intai se cauti o estimare buna UB pentru OPT(J). Pentru aceasta, cele n
obiecte se ordoneazi astfel incat p; / w; 2 pis; / wiy, pentru i = 1, 2, ..., n, p; fiind
profitul §i w; ponderea obiectului i. Apoi se cautd cel mai mare j astfel incat
ilw,- < M. Daca j = n, atunci solutia optimalé este w;, i = 1, 2, ..., n §i OPT(I) = Zp,.
i=
Fiej<ngsi UB = :i:p,.. Se poate arita ca 1/2 UB < OPT(I) < UB. Tindnd seama de
felul in care a fost ales j, rezultd inegalitatea OPT(]) < UB. Cealaltd inegalitate,
1/2 UB < OPT(I), rezulti din faptul ca:

OPT() > l_gp,. si OPT(I) > max{ép,- P}

Prin urmare:
J+l
2 OPT(]) 2 Elp,- = UB.

Fie 8 = UB&/9. Cele n obiecte se impart in doua clase MARI si MICI, unde
MARI include toate obiectele cu p; > UB&'3 i MICI contine restul obiectelor. Fie r
numirul obiectelor din MARI. Fiecare p; din MARI se inlocuieste cu g~= Lp,/SJ,
aceasta inlocuire reprezentind o rotunjire. Urmeaza rezolvarea problemei rucsacului
utilizdnd aceste r obiecte cu g-urile ce le corespund §i aplicind metoda programarii
dinamice. Fie S”) multimea perechilor (x, y) astfel obfinute. Pentru fiecare pereche
{(x, y) din S('), capacitatea M - y rimasa libera este incarcatd cu obiecte din MICI in
ordinea necrescitoare a rapoartelor p; / w;. Solutia este datd de umplerea cu valoare
maxima posibila.

Exemplul 1.6. Fie n =5, (p|,p2,03,P4,P5) = (Wi,wa,w3,wa,ws) = (1,2,10,° 1,1000),
M = 1112 si € = 1/10. Obiectele sunt in ordinea necrescidtoare a rapoartelor p; / w;,

5
UB= Xp, =1113,6=3.71/3sie UB/3=37.1. Rezulta ca MICI include obiectele

i=1
1, 2 5i 3 si MARI include elementele 4 si 5. Valorile g4 §i g5 sunt respectiv I_p4/5_| =94
silps/ 8]=946.
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Pentru problema rucsacului cu n = 2, M = 1112, (g4, wq) = (94, 100) si
(gs, ws) = (946, 1000), rezulti pentru S valorile {(0, 0)}; pentru S valorile {(0, 0),
(94, 100)} si pentru S? valorile {(0, 0), (94, 100), (946, 1000), (1040, 1100)}.
Incircand (0, 0) din MICI se obfine perechea (13, 13). Pentru perechile (94, 100),
(946, 1000) si (1040, 1100) se obtine (107, 113), (959, 1013), respectiv (1043, 1103).
Raspunsul este dat de perechea (1043, 1103), care corespunde mulfimii ,, x,, x3,
x4, x5)=(1,1,0,1,1)si Zpx;,=1103. 1

Teorema 1.11. [IBA75] Algoritmul descris anterior este gaproximativ pentru
problema rucsacului. B

Timpul necesar pentru ordonarea marimilor p; / w; are ordinul O(n log n).
Valoarea UB poate fi calculatd intr-un timp O(n). Deoarece OPT(I) < UB, exista cel
mult UB / 8 =9 / & perechi in $“ in solutia pentru MARI si timpul necesar pentru
obtinerea lui S© este O(r / &) < O(n / ). Completarea lui S cu obiecte din MICI
necesitd un timp O( | MICI | ) i, deoarece |s”] <9/ &, rezulta ci MICI se incheie in
cel mult O(n / £) unitati de timp. Rezulti ci timpul total al algoritmului descris este
de O(n (log n+ 1/ &)).

1.1.2.5.2. Partitionarea pe intervale

Aceasti euristici consta in generarea unei clase restranse de asigniri , 1tru S,

5O, ...,8". Fie P; maximul sumei t p; x; al asignarilor generate pentru 5. Intervalul
J=

[0, P.] este impartit in subintervale de lungime P / (n - 1), ultimul subinterval putand

fi de lungime mai mici. Toate asignarile efectuate in S cu t .x; 1n acelasi
g g I__IP_, ' $

subinterval se considerd ca avind acelasi profit t p;x; st se folosesc criterii de
o
dominare pentru refinerea uneia dintre aceste asigniri. Cu S“ astfel obfinut, se
genereazi S“". Deoarece numirul de subintervale pentru fiecare S este cel mult
[n/el+ 1, rezulta ca £|S(')| =0(n’/ &).
=l

Eroarea introdusa in fiecare asignare efectuabild in urma eliminirii din S a
altor asignar este mai mica decat lungimea subintervalului. Aceasta eroare se poate
propaga aditiv de la 5" pani la S. Fie PART(]) valoarea optimala obtinuti utilizand

partitionarea pe intervale si OPT(/) valoarea optimald a problemei de m¢ imizare.
Rezulti ci:

OPT(I) - PART() < (E’E:P,-) /(n-1)
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si, deoarece P; < OPT(]),
(OPT() - PART(I))/ OPT() L &.

In multe cazuri, algoritmul propus poate fi accelerat plecind de la o estimare
LB a lui OPT(I) astfel incat OPT(/) > LB. Lungimea subintervalelor poate fi luata
egalicu LB ¢/ (n-1)inloc de P; €/ (n - 1). Pentru o asignare avand o valoare mai
mare ca LB, mirimea subintervalului se calculeazi in modul descris mai Inainte.

Exemplul 1.7. Fie problema rucsacului enunfatd in exemplul precedent.
Multimile corespunzitoare de valori pentru S sunt: pentru S valoarea {.}, pentru
S valorile {0, 1}, pentru 5@ valorile {0, 1, 2, 3}, pentru 59 valorile {0, 1, 2,3, 10,
11, 12, 13}, pentru S valorile {0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 100, 101, 102, 103, 110,
111, 112, 113}, pentru S® valorile {0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 100, 101, 102, 103, 110,
111, 112, 113, 1000, 1001, 1002, 1003, 1010, 1011, 1012, 1013, 1100, 1101, 1102,
1103, 1110, 1111, 1112}, cu mentiunea cd, deoarece py = wy, in S au fost considerate
numai valorile p,. Pentru £ = 1/10 si OPT(I) 2 LB > 1000 se obtine o lungime a
subintervalului LB £/ (n - 1) = 1000/40 = 25. Intervalele sunt [0, 25), [25, 50), ... .
Toate valorile din S©, $, $?, $? fiind mai mici decit 25, rezulti ci mulfimile
valorilor corespunzitoare lor coincid, fiind toate {0}. In $” valorile mai mici ca 25 se
inlocuiesc cu 0 si cele mai mari ca 100 se inlocuiesc cu 100. Rezulti ci multimea
valorilor pentru S este {0, 100}. In mod aseminitor se obfine multimea valorilor
pentru S® care este {0, 100, 1000, 1100}. Aplicind noii probleme metoda
programadrii dinamice se obtine solufia PARTI(I) = 1100, care corespunde mulfimii de
valori (x|, x3, x3, x4, x5) = (0, 0, 0, 1, 1) al formularii inifiale. Aceasti solutie .ai poate
fi imbunititita utilizind o euristica prin care se schimba unele valor x; din 0 in 1.
Eroarea solutiei obtinute mai sus este:

(OPT(I) - PART(I))/ PART() = 12/1112<0.011 <& W

1.1.2.5.3. Separarea

Fie o problema pentru care s-a obtinut un S“ cu solutii avind valorile t p;x
J=1

0,39,4.1,7.8,82,11.9,12.1. In ipoteza unor intervale de lungime Pig/ (n - 1) = 2,
subintervalele sunt [0, 2), [2, 4), [4, 6), [6, 8), [8, 10), [10, 12) si [12, 14). Fiecare din
valorile precedente apartine unor intervale distincte, aga incét euristica partifionirii nu
poate fi aplicata. Existd insa trei perechi de asignari care diferd prin mai pufin decat
P/ (n - 1). Aplicand reguli de dominare, se pot refine numai patru asignari, eroarea
introdusa fiind de cel mult P,e/ (n - 1). Mai precis, fie ay, ay, ..., a, valori distincte ale

sumei tl p;x din S¥. Fie a < a < ... < a,. O noud multime / poate fi obtinuti din S©
J:
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parcurgind sirul precedent de la stanga la dreapta si refinind un element numai daca
valoarea lui este mai mare decat ultimul refinut cu P,e/ (n - 1). Procedeul propus este
descris de urmatorul algoritm:

Algoritmul 1.5. (Separare)

1. [Inifializare] Se face / = {asignarea corespunzitoare lui ao} §i XP = a,.
2. [Ciclare] Pentruj =1, 2, ..., r se executi pasul 3, apoi STOP.

3. [Modificare asignare] Dacd a; > XP + P;e/ (n - 1), atunci se introduce asignarea
corespunzatoare lui a; in I §i se face XP=q;. B

Exemplul 1.8. Fie problema rucsacului cu profiturile (py, p2, p3, ps, ps) =3, 1,
5.1, 5.1, 5.1) si LBe/ (n - 1) = 2. Folosind algoritmul descris, se obfin urmitoarele
multimi de valori: pentru $%: {0}, pentru $: {0, 3}, pentru $®: {0, 3}, pentru
. 10, 3, 5.1, 8.1}, pentru S“: {0, 3, 5.1, 8.1, 10.2, 13.2} 5i pentru S {0, 3, 8.1,
10.2,13.2,15.3,18.3}.m

Observagie. Pentru problema din acest exemplu, metoda partifionarii
furnizeaza o solutie mai simpla. Aplicand euristica partitionarii, rezulti multimile de
valori: pentru $: {0}, pentru 5 {0, 3}, pentru §°: {0, 3, 4}, pentru S {0, 3, 4,
8.1}, pentru S: {0, 3, 4, 8.1, 13.2} si pentru S¥: {0, 3, 4, 8.1, 13.2, 18.3}. Aceasti
secventd descrie o solutie mai simpla decit cea din exemplul precedent.

In incheierea acestei prezentiri se poate pune intrebarea: Ce fel de probleme
NP-dificile pot avea scheme de aproximare complet polinomiale? Rispunsul la
aceastd intrebare este dat in continuare.

Definitia 1.2. Fie L o problema oarecare, / multimea de date, LUNGIME(])
numarul de biti in reprezentarea mulfimii / §i MAX(J) valoarea celui mai mare numir
din /. Fard a micgora generalitatea, se poate presupune ca toate numerele din / sunt
intregi. Pentru un polinom ales p, fie L, problema L restransa la datele din / pentru
care MAX(]) < p(LUNGIME(I)). Problema L este tare NP-dificila daci si numai daca
existd un polinom p astfel incat L, este NP-dificila. ®

Drept exemple de probleme tare NP-dificile se pot cita: determinarea unui ciclu
hamiltonian, problema comisvoiajorului, determinarea unei clici maximale etc.

Teorema 1.12. [HOR78, GAR79] Fie L o problema de optimizare pentr: care
solutiile corespunzitoare tuturor datelor au drept valoare un intreg pozitiv. Pentru
toate datele din I ale lui L, se presupune ca OPT(]) este marginit de o functie
polinomiala p in variabilele LUNGIME(]) si MAX(]), adica au loc inegalititile:

0 < OPT(I) < p(LUNGIME(I), MAX(D)).
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Daci L are o schema de aproximare complet polinomiala in timp, atunci L are §i un
algoritm exact de complexitate un polinom in LUNGIME(I) si MAX(I). &

Consecinti. Teorema precedentd nu este aplicabila pentru probleme L tare
NP-dificile. Intr-adevir, in acest caz ar rezulta ci pentru L, existd algoritmi corecti de
complexitate polinomiala in LUNGIME(I) si MAX(]), ceea ce contrazice faptul cd L,
este NP-dificila. Rezultd ca pentru L, deci i pentru L, nu existd scheme de
aproximare complet polinomiale in raport cu timpul.

1.1.2.6. Algoritmi buni in sens probabilistic

Existd mulfi algonitmi cu performanfd nemarginitd care pot rezolva aproape
intotdeauna exact o problema sau genereaza o solufie mult indepértata ca v :oare de
cea a solufiei optimale. Asemenea algoritmi sunt buni in sens probabilistic.

Pentru o problema de marnime n, s¢ defineste mai intdi spafiul esantion S,.
Spatiul esantion total este produsul cartezian S| x S; x ... x S, x ... . Un element al
spatiului esantion total este o secventd X = x|, x,, ..., X,, ... astfel incét x; € S,

Definitia 1.3. Un algoritm A rezolvé o problema L aproape intotdeauna daca,
pentru fiecare esantion X, numarul de x; pentru care nu se rezolva problema L este
finit cu probabilitatea 1. B

in continuare sunt prezentati doi algoritmi pentru probleme NP-dificile pe
grafuri pentru care spatiul esantion se construieste pornind de la o functie p(n), astfel
incat 0 < p(n) £ 1 si n > 0. Un graf esantion cu n noduri se construieste incluzand
fiecare muchie (i, j), i #j cu probabilitatea p(n).

Primul algoritm prezentat, elaborat de Posa [POS76], identificd un ciclu
hamiltonian intr-un graf nedirectionat. Euristica algoritmului incepe cu .legerea
arbitrari a unui nod, de exemplu 1, ca nod de start. In continuare, se construieste
succesiv un drum P de lungime crescitoare, al cdrui nod final se noteazi cu k. La fiecare
iteratie a algoritmului, se incearcd marirea lungimii drumului P identificind o muchie

1. j=1si Pinclude toate nodurile grafului. In acest caz, ciclul hamiltonian a fost gisit.

2. j nu apartine lui P. In acest caz drumului P i se adaugi muchia (k, j), j devenind
nodul final al lui P.

3. j se afld deja pe drumul P. Existd o singurd muchie e = (j, m) in P astfel incat
eliminarea lui e §i includerea lui (k, j) in P are drept rezultat un drum simplu.
Muchia e este eliminati si (£, j) se adauga la P, nodul final fiind acum m.
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Se mai pune conditia ca la pasul 3 si nu fie generate dou drumuri de aceeasi
lungime avand acelagi nod final, pentru a nu se intra intr-un ciclu infinit. Pentru o
alegere convenabili a reprezentirii datelor, algoritmul descris are un timp de lucru de
O(n?), unde n este numirul de noduri din graf.

Teorema 1.13. [POS76] Pentru p(n) = (o In n/ n), a > 1, algoritmul precedent
identifica un ciclu hamiltonian (aproape intotdeauna). B

Fig. 1.5.

Exemplul 1.9. Fie graful din figura 1.5. Inifial drumul P contine .odul 1.
Presupunind ci a fost aleasd muchia (1,4), drumul P este extins (vezi cazul 2) la {1,4}.
Daci se alege in continuare muchia (4,5), rezultd drumul {1,4,5}. Singura alegere in
continuare o constituie muchia (1,5), adica are loc cazul 3 si P devine {1,5,4}. In
continuare se considerd muchiile (4,3) si (3,2) si se obtine drumul {1,54,3,2}.
Considerdnd in continuare muchia (2,1) se obtine ciclul hamiltonian {1,5,4,3,2,1}. 8

Definitia 1.4. O multime N de noduri ale grafului G(V, E) se numeste
independenta daca si numai dacd nodurile din orice pereche din N nu sunt adiacente
in G. O mulfime de noduri este independent maximala daci este independenta si are
cel mai mare numar de nodun dintre multimile independente. B

Un algonitm de tip Greedy pentru determinarea unei multimi independente
maximale a unui graf este:

Algoritmul 1.6. INDERV, E)
1. [Initializare] Se face N= .

2. [Explorare] Atita timp cdt existd un nod i € V - N care nu este adiacent cu noduri
din N, se face N= N U {i}.

3. [Terminare] Se furnizeazd N si STOP. B

Fig. 1.6.
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Exemplul 1.10. Un exemplu pentru care algoritmul descris se dovedeste
neeficient este aratat in figura 1.6. Daci se pleaca de la N = J si se alege i ' 1, atunc’
algoritmul furnizeaza rezultatul N= {1} cu toate cd mulfimea independentd maximala
este, in acest caz {2, 3, ..., n}. 1

Totusi, pentru anumite distributii de probabilitate are loc urmatoarea proprietate:

Teorema 1.14. [KAR77] Daci p(n) = c, pentru o anumiti constanti ¢, atunci
pentru orice &> 0 are loc inegalitatea:

(OPT(I) - A())/ OPT) <05+ .M

1.1.3. Utilizarea teoriei NP-completitudinii pentru identificarea
de algoritmi aproximativi

Existi probleme pentru care teoria NP-completitudinii permite demonstrarea
inexistentei solutiilor aproximative. Cateva dintre aceste rezultate sunt mentionate in
teoremele ce urmeaza.

Teorema 1.15. [HOR78] In ipoteza P # NP, problema aproximirii  solute :.
incarcani rucsacului este NP-dificilad. B

Un rezultat asemanaitor are loc in cazul problemei aproximarii absolute a clicii
maximale.

Teorema 1.16. [HOR78] Problema clicii maximale se reduce la problema
aproximdrii absolute a clicii maximale. B

Rezultale asemanatoare au loc pentru probleme de s-aproximare.

Teorema 1.17. [HOR78] Problema ciclului hamiltonian se reduce la problema
g-aproximativa a comisvoiajorului. &

Teorema 1.18. [HOR78] Problema partitiei se reduce la problema
g-aproximativa a programarii intregi. M

Teorema 1.19. [HOR78] Problema ciclului hamiltonian se reduce la problema
g-aproximativa a asignirnii patratice. ll

Teorema 1.20. [GAR79] Daca P # NP, atunci pentru problema a,.oximari
absolute a unei multimi maximale independente nu existd un algontm aproximativ
polinomial. B

Teorema 1.21. [GAR79] Fie MIN o problemd de minimizare, valorile solutiei
problemei fiind numere intregi nenegative. S presupunem ci pentru un k € Z' dat,
problema: “Fiind dati o problemd individualda / din MIN, este adeviarat ci
OPT(I) < k?” este NP-dificila. Atunci, daca P # NP, nu existi un algoritm aproximativ
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polinomial 4 pentru rezolvarea problemei MIN cu o eroare R,<1/k si prob:cma MIN
nu poate fi rezolvatd cu o schemi aproximativa polinomiali. B

Teorema 1.22. [GAR79] Daca P«NP, atunci pentru problema coloririi grafurilor
nu ¢Xista un algoritm aproximativ polinomial cu eroarea asimptotica Ry < 1/3. W

Teorema 1.23. [GAR79] Daca P = NP, atunci pentru problema coloririi
grafunilor nu exista un algoritm aproximativ polinomial cu eroarea asimptoticd R < 1.

Demonstratia acestei teoreme se face prin metoda cregterii erorii. B

Teorema 1.24. [GAR79] Dacad P # NP, atunci pentru problema comisvoiajorului
nu cxista un algoritm aproximativ polinomial cu eroarea asimptoticid R} < . B

1.2. Analiza algoritmilor

Fiind dat un algoritm euristic pentru rezolvarea unei clase de probleme. identifi-
carea unor proprietdfi formale ale acestui algoritm, numitd analiza algoritmului,
conslituic un aport esential pentru cunoasterea eficientei lui. In analiza unui algoritm
se determinéa resursele utilizate pentru exccutarea lui (in special memoria ocupati),
timpul de cxecufie (in cazul cel mai defavorabil, mediu etc.) exprimat adesea prin
numarul dc operafii necesare, determinarea calitatilor solutiilor furnizate cum ar fi
croarca fatd de solufia optimd, determinarea unei solutii in timp finit §i alte calitafi
care vor fi definite in continuare. Analiza algoritmilor este facuta, in primul rind,
pentru a furniza criterii de alegere intre mai multe metode de solutionare si, in al
doilca rand, pentru a evalua oportunitatea folosirii lor. De exemplu, obtinerea solutiei
dupa un numir mare de operatii poate face algoritmul practic inaplicabil.

1.2.1. Misuri de comportare in cel mai riu caz a unui algoritm

in acest paragraf vom studia comportarea in cel mai riu caz a unor algoritmi,
prezentand exemple ilustrative.

Problema acoperirii 1. Fiind datd o familie finitd F = {S,, S5, ..., S,} de

mulfimi finite, se cere identificarea unei subfamilii /' c F astfel incit US = US.®
SeF SeF

Cu SC(k) se noteaza subproblema cu familii in care orice multime nu contine
mai mult de k elemente. Algoritmul propus, de O(n log n), este urmatorul.

Algoritmul 1.7. (Acoperire)
1. [Initializari] Se face SUB = &, UNCOV = sUi‘S" N=|F, SET())=S,,i=1,2, .., N.
€

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Analiza si sinteza algoritmilor euristici 39

2. [Terminare]} Dacd UNCOV = O, atunci furnizeaza SUB si STOP.
. [Alegere] Se alege j < N asfel incét |SET{(y)| este maxim.
4. [Modificari] Se face SUB = SUB U {S;}, UNCOV = UNCOYV - SET{j),
SET(i) = SET(i) - SET{(j), pentrui=1, 2, ..., N, i #, apoi se face SET(j) = &.
5. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B

seg. 1 seg.le-1 segk
k! k! k!
puncte T puncte | puncte
Fig. 1.7.

Exemplul 1.11. Fie problema ilustratd pe figura 1.7., in care mulfimea T ce
trebuie acoperita constd din kek! puncte, grupate in k segmente de cite k! puncte §i
numerotate de la 1 la k. Mulfimea F constd din multimi de cate k puncte, fiecare
mulfime care confine un punct din segmentul i/ confine cel putin cite un punct din
segmentul ce urmeazi dupa i. Subacoperirea optimald F, constd din / mulfimi
disjuncte, fiecare confinand cite un punct din fiecare dintre cele k segmente.
Subacoperirea identificatd de algoritm este constituitd din 4! / &£ mulfimi disjuncte cu
cite k elemente care acopera segmentul &, k! / (k - 1) muljimi, cu céte & - 1 elemente
din segmentul £ - 1 si un punct din segmentul £, prin care se acoperd segmentul & - 1,
... §i k! mulfimi ce contin cite un punct din fiecare segment, prin care se acopera
segmentul 1. Algoritmul Acoperire identifici mai intai A! / k multimi ce acoperi
segmentul k, deoarece ele au indice maxim s§i pot fi alese in virtutea pasului 3.
In continuare, se aleg k! / (k - 1) multimi care acopera segmentul & - 1. Acest proces
continud pana cand se realizeaza subacoperirea F care contine

KT k+17 (-1 + ...+ 1) = k( i:l(l/j))
=

multimi. Subacoperirea optimald F, cuprinde 4! multimi, de unde rezultd ci

rd, Fy) 2 f:l(l/ j), unde cu r(4, F,) s-a notat midsura comportarii relative a
i=

algoritmului Acoperire in cel mai rdu caz. Se poate demonstra ci suma din dreapta
inegalitafii reprezinta chiar marginea superioard a comportdrii algoritmului C,, adica

HA, OPT(SC(k))) < ﬁl(l/ j).m
1=

Problema coloririi grafurilor. Pentru un graf G(N, 4) cu N noduri si A4 arce,
se cere determinarea unei atribuiri de culori nodurilor grafului astfel incét oricare

doua noduri adiacente si aibd culori diferite. I
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Pentru rezolvare se propune urmitorul algoritm:
Algoritmul 1.8. (Colorare)
1. [Initializare] Se face NECOLORAT = N, COLORAT()=,i=1,2, ..., .«, 1= 1.
2. [Terminare] Dacd NECOLORAT=Q, furnizeazd COLORATi), i=1,2,...,I si STOP.
3. [Culoare noui] Daca fiecare nod din NECOLORAT este conectat cu un nod din
COLORAT(]), atunci se face I=1+1.
4. [Alegere] Se alege nodul x din NECOLORAT de grad maximal printre nodurile ce
nu sunt conectate la nici-un nod din COLORAT(]).

5. [Colorare] Se face COLORAT(I) = COLORAT(I) v {x} si
NECOLORAT = NECOLORAT - {x}.

6. [Ciclare] Se trece la pasul 2. R

Acest algoritm se comporta rezonabil pentru exemple de complexitate mica.
Exista insa §i exemple pentru care algoritmul este neeficient.

Exemplul 1.12. Fie graful G, = (N, 4;) cu nodurile si arcele:

Ne= {1, .., aks b1, -y i}, A= {(ai b) | i 2}

Pentru cazul k = 3, graful corespunzitor este aritat in figura 1.8. Acest graf este
2-colorabil, cele doud culori fiind atribuite nodurilor a;, respectiv b;. Deoarece toate
nodurile au acelasi grad, algoritmul 1.8. le coloreaza in ordinea a,, b,, ay, b,, ..., ai, by
atribuindu-le culorile h(a)) = h(b)) = 1, h(ay) = h(by) = 2, ..., h(ay) = h(by) = k. Rezulta
ca r(4, Gy = k/ 2, unde r(A, G,) este raportul dintre numarul de culori furnizat de
algoritmul 1.8. si numarul optimal (= 2). ®

ai az as
Gy
by b, bs
Fig. 1.8.

Un mod de ameliorare a acestui algoritm constd in alegerea altui iteriu de
identificare a lui x in pasul 4. Fie Colorare-nou algoritmul obtinut din algoritmul
Colorare prin folosirea urmitoarei forme a pasului 4:

4. Fie POS submultimea lui NECOLORAT ce cuprinde nodurile neconectate la
nici-un nod din COLORAT(I). Fie x nodul din POS conectat cu cel mai mic numir
de alte noduri din POS.
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Exemplul 1.13. Existd o secven{d de grafuri {H,} 2-colorabile astfel incat H;
are 2* noduri si numirul culorilor dat de algoritmul Colorare-nou este k + 1. Secvenfa
H, - H, este aratata in figura 1.9. Graful H;., se obfine din graful H; prin addugarea a
2* noduri §i arce, pe figura 1.9. aceste noduri fiind incercuite. Algoritmul
Colorare-nou aplicat lui H;., atribuie mai intai o aceeagsi culoare nodurilor iacercuite
si apoi trece la colorarea grafului H,. Deoarece H, necesita doua culori, rezulta ca H,
se coloreaza cu k+ 1 culorisi (4, H)=(k+1)/2. R

o—0
H, H,

Fig. 1.9.

Problema clicii maximale. Se numeste c/icd a unui graf neorientat G(V, 4) un
subgraf pentru care oricare doud noduri sunt adiacente. Problema clicii maximale
constd in determinarea unei clici cu cel mai mare numir de noduni confinutd intr-un
graf nedirectionat. B

Un algoritm euristic simplu pentru rezolvarea ei este descris in continuare.

Algoritmul 1.9. ( Clicd-maximal3)
[Initializdri] Se face SUB = O, REST= N.
[Terminare] Daca REST = J, atunci furnizeaza SUB i STOP.
[Alegere] Se alege ye REST nodul conectat cu cele mai multe alte nodun din REST.
[Modificari] Se face SUB = SUBU{y}, REST=REST-{nodurile neconectate cu y}.
[Ciclare] Se trece la pasul 2. B

MEFL S

Py
P,

Po Pk
Fig. 1.10.

Exemplul 1.14. Pe figura 1.10. este ilustrat un graf cu 2k + 1 noduri, ¢ confine
o clica cu k noduri, pentru care algoritmul 1.9. identificd numai clici cu doui noduri.
Nodul p, este primul identificat, deoarece este singurul conectat cu alte £ noduri i,
drept consecintd, este identificatd o clicd cu doud noduri §i anume muchia (p,, p)).
Rezultdaca r(4,G)=k/2. M
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O alta variantd, in cadrul careia se pleacd de la N §i se elimina succesiv noduri
pand ce raméine o clicd, poate uneori sd aiba, de asemenea, un comportament
ineficient. Algoritmul construit folosind principiul enunfat mai sus, pe care l-am
numit Clica-maximala-nou, are forma urmatoare.

Algoritmul 1.10. ( Clicd-maximald-nou)
1. [Inifializare] Se face SUB = N.
2. [Terminare] Dacd SUB este clicd, atunci furnizeazi SUB si STOP.

3. [Alegere] Se alege y € SUB un nod conectat cu cel mai mic numir de noduri
din SUB.

4. [Modificare si reluare] Se face SUB = SUB - {y} si se trece la pasul 2. @

a4 Aaz dk
by b bx
Fig. 1.11.

Exemplul 1.15. Figura 1.11. ilustreaza un graf cu 34 noduri ce con{ : o clica
de marime k i pentru care algoritmul 1.10. di urmitorul rezultat. n virtutea pasului 3,
algoritmul elimina cele & virfuri ale clicii si identifica in graful din dreapta o clica cu
doua virfuri. In concluzie /4, G)=k/2. W

4.2.2. Algoritmul 4’

Un exemplu remarcabil privind problema analizei algoritmilor il constituie
algoritmul 4" elaborat de N. J. Nilsson (1982) si prezentat conform cu J. Pearl (1984).

In cele ce urmeazi se presupune ci pentru o problema dati se pot specifica
urmitoarele trei componente: starile, mutarile si solufiile. Mulfimea stirilor se
numeste spafiul starilor problemei sau spatiul problemei. Fiecérei probleme, pentru
care sunt specificate starile §i mutérile, i se poate asocia un graf al spafiului starilor,
ale cdrui nodun, respectiv, arce corespund stérilor, respectiv, mutarilor. Stirii initiale,
adica celei din care incepe cédutarea solufiei, 1i corespunde un nod nun start si
solutiilor le corespund drumuri solufie ce se incheie cu noduri finale, numite prin
abuz de limbaj i noduri solutie.

In prezentarea algoritmului 4" se folosesc urmitoarele notatii si termeni:
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e 5 - nodul start,

e n - nod oarecare,

e n’ - succesorul nodului n,

e g(n) - costul drumului de la s la n,

e h(n) - o estimare (evaluare) a costului drumului de la » 1a un nod solutie,
e f{n) = g(n) + h(n) - estimarea (evaluarea) costului unei solutii,

e ¢(n,n’) - costul arcului de l1a nla n’,

e generarea unui nod - calculul codului nodului pe baza codului nodului tata despre
care se spune ca a fost explorat,

e expandarea unui nod - generarea tuturor succesorilor directi ai unui nod tata,
e DESCHIS - multimea nodurilor generate ce urmeazi a fi expandate,

e [NCHIS - multimea nodurilor expandate (adicd ai ciror succesori sunt accesibili
procedurii de cautare a solufiei).

Ideea de baza a algoritmului A  consti in folosirea unei funcfii euristice de
evaluare f{n) in vederea identificérii nodului n din graful spatiului starilor ce urmeaza
a fi expandat in vederea continudrii identificarii unui drum solutie. Se presupune ca
nodul ales pentru expandare este unul pentru care f{¢) are o valoare minimi §i, daca
existd douia drumun orientate citre acest nod, cel cu o valoare mai mare a lui f{®) este
eliminat. Algoritmul A face parte dintr-o familie de algoritmi numiti in lim' englez3
best-first si este aplicabil numai grafurilor SAU. In procesul de ciutare a solutiei are
loc uneori reluarea parcurgerii unor ramuri ale arborelui de traversare 7 (vezi mai
jos) generat de algoritm. Mai precis, daca la o anumiti etapa un drum in 7T s-a dovedit
putin promititor in ceea ce priveste eficienta solutiei, parcurgerea lui este intrerupta si
se trece la generarea §i parcurgerea altui drum. Daca se constatd cd parcurgerea
acestui nou drum este inutila, are loc reluarea parcurgerii drumului anterior. Aceasti
strategie se numeste inspectarea grafului (graph-search).

Algoritmul 1.11. 4H

1. [Initializare] Se include nodul start s in DESCHIS.
2. [Terminare] Daca DESCHIS este vida, atunci STOP.

3. [Alegere] Se elimina din DESCHIS si se include in /NCHIS un nod n pentru care
valoarea functiei feste minima.

4. [Solutie] Daca n este nod solufie, atunci se furnizeaza solufia obtinuti .a listd a
pointerilor de la n la nodul initial s.
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5. [Nod care nu e solutie] Altfel se parcurge nodul n generand tofi succesoni sdi §i

se asociaza pointeri de la acegtia cétre n. Pentru fiecare succesor n’ al lui n:

a) Daci n’ nu este in DESCHIS sau [NCHIS, atunci se estimeazi h(n’) (o estimare
a costului celui mai bun drum de la »n’ la un nod solutie) §i se calculeazi
fin’)=g(n’) + h(n”), unde g(n’) = g(n) + c(n, n’) si g(s) = 0.

b) Daca n’ este deja in DESCHIS sau INCHIS, atunci se orienteazi pointenii sai
dealungul drumului ce furnizeazi un cel mai mic g(n’).

c)Dacid n’ necesiti o reajustare a pointerului si este in /NCHIS, atunci se
introduce n’ in DESCHIS.

6. [Ciclare] Se trece la pasul 2. 8

1.2.2.1. Definitii si notatii suplimentare

In continuare se presupune, dacid nu este precizat altfel, ci spatiul cautirii
solutiilor este un graf SAU, identificarea unei solufii constand in gésirea unui drum
intre nodul s si un nod solutie. De asemenea, se presupune ca estimarea eurnisticd A(n)
este calculabili in orice nod al grafului. In locul formularii nodul n; este succesorul
nodului n; se foloseste notatia n; € SCS(n;), SCS fiind operatorul succesiune.
Se presupune ci grafurile au un singur nod start s. Mulfimea nodurilor solutie este
notatd cu / §i elementele ei cu y. Orice arc are un cost c(n;, n;) 26> 0, cu & dat, §i
costul unui drum este egal cu suma costurilor arcelor componente. Dacd un nod n;
este accesibil dintr-un nod n;, atunci mulfimea tuturor drumurilor de la n; la n; este
notatd cu P":‘"/ si cu P,, se noteaza orice drum de la n la v, adicda F € P,
Multimea celor mai ieftine drumuri de la n; la n; este notata cu P,; -n, si costul celui
mai teftin drum, cu k(n,, n;).

Costurilor drumurilor optimale continand pe s sau un element din /" li se
atribuie urmatoarele nume:

e /' (n) - costul celui mai ieftin drum solutie ce trece prin nodul n,
e g'(n) - costul celui mai ieftin drum de la s la un nod n, adica:
g (n) = k(s, n),
e h'(n) - costul celui mai ieftin drum de la n la I adica:
K (m) = min k(n,v),
e (- cel mai ieftin cost al drumului de la s la I; adici:
C" = h(s).
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Cu I este notati mulfimea nodurilor solufii optimale, adici submultimea
nodurilor accesibile din s pe o cale sau mai multe cii de cost C". Aceasti mulfime
poate eventual si fie vida sau sa confind mai multe elemente, dar in cele mai multe
cazuri ea confine un singur element care ar trebui determinat.

Algoritmul A" exploreazi graful G al spatiului stirilor utilizand un arbore de
traversare 7. La fiecare etap a ciutirii, arborele T este definit de pointerii pe care 4" i
atribuie nodurilor generate, ramificatiile din T avand sens opus pointerilor. Ori de cite
ori este necesard evidentierea faptului ca un drum dat face parte din 7, la 0 anumita
etapd a cautarii, acest drum este notat cu PP, de exemplu PP"I_,l2 €T, indicii fiind nodu-

rile intre care se considerd drumul dat. De asemenea, se face distinctie intre u . 10d aflat
dealungul unui drum P, daci P este in 7, de un nod situat pe P, dacd P nu este in 7.

Uniunea tuturor ramificatiilor din arborii de traversare construiti in timpul
cautdrii reprezinta subgraful explorat al lui G si este notat G,. De notat cd un drum P
poate apartine lui G, dar sa nu aparfina nici unui arbore de traversare din G.,.

in continuare sunt studiate cateva proprietiti de bazi ale algoritmului 4"

Completitudine. Un algoritm este compler dacd se incheie cu o solutie, atunci
cénd exista cel putin una.

Admisibilitate. Un algoritm este admisibil atunci cind garanteazid furnizarea
unei solutii optimale, atunci cand exista o astfel de solutie.

Dominanta. Un algoritm A4, domina algoritmul 4, dacid orice nod expandat
de A4, este de asemenea expandat de A, Algoritmul A, domina strict pe A, daca
A, dominad pe 4; dar 4, nu domind pe A4,. Un sinonim al termenului domina il
constituie expresia: mai eficient decdt. Aceasla deoarece, in general, 4, e andeazi
un numar mai mic de noduri decét 4,, deci se obfin costuri mai mici pentru A4,.

Optimalitate. Un algoritm se numeyte optimal intr-o clasa de algoritmi daci el
domini toate elementele acestei clase.

1.2.2.2. Ciutarea unei solutii optimale cu algoritmul A"

1.2.2.2.1. Proprietatile funcfiei f "

Functia f de selectare (evaluare) a nodurilor utilizati in 4™ este suma a doui
functii g(n) si A(n), unde:
e g(n) - este costul drumului curent PP, de la s la n, cu g(s) = 0, s fiind nodul start,

e h(n) - este o estimare a lui 4"(n), asfel incat A(y) = 0, y fiind nod solutie.
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Pentru specificarea costurilor actuale P;, si P,, dealungul unui drum P, se
foloseste notatia gp(n) respectiv Ap(n). Evident ca pentru orice drum P au loc:
gr(n) 2 g'(n) i heln) 2 h'(n). (B
Atunci cand g si h coincid cu valorile lor optimale, suma lor:
f(n)=g(n)+ ' (n)
masoara costul optimal pe toate drumurile solufie ce trec prin n. in particular, pentru
nodul initial s §i orice nod solutie y € /" au loc relatiile:
f@=hE®=gm=n=C
si, in plus, daca n” € P:_r este un nod oarecare de pe un drum optimal, atunci este
satisfacuta relatia:
finH=C". (1.2)
Pentru demonstrarea validitatii relatiei (1.2), se observd ci n” € ;_ r implica
existenta unui drum solutie P trecand prin n si avind costul C’. Deci pe acest drum
gidn) " hpn) = C'. In virtutea optimalitatii lui g’ §i 4 din (1.1), rezulti ci
g'(n) + W) < (", dar aceasta inegalitate nu poate fi stricti. In caz contrar ar exista un
drum /" pentru care gp{(n) + hp{n) < C", ceea ce ar contrazice optimalitatea lui C".
hmportanta functiei f'(n) rezulti din comportarea ei in noduri ce nu apartin unui
drum solutie optimal. Pentru un asemenea nod n trebuie satisfacuta conditia:
f(m>C neP . (1.3)
intr-adevar, presupunand ca g'(n) + A'(n) < C', ar rezulta ca existd un drum solutie P’
trecand prin n pentru care gp{n) + hp{n) < C', deci P’ ar fi o solutie optimali, ccea ce
contrazice ipoteza ca n nu aparfine unui drum solufie optimal.

1.2.2.2.2. Terminare §i completitudine

Algoritmul A’ se termini intotdeauna pentru grafuri finite. Afirmatia rezulti din
faptul ci numirul de drumuri aciclice in asemenea grafuri este finit si algoritmul 4°
adaugi noi legéturi in arborele de traversare al grafului la orice expandare a unui nod.
Orice noui legitura reprezintd un nou drum aciclic astfel incdt pand la urmd multimea
de drumuri este epuizata.

Algoritmul 4" este de asemenea complet pe grafuri finite. Un esec are loc numai
atunci cand mulfimea DESCHIS este gasita vidad gi daca existd un drum solutie P,.,,
atunci multimea DESCHIS nu poate fi vida inainte ca P,., sa fie depistatd. Altfel ar
exista micar un nod n’ € P,, in DESCHIS care este expandat fara a genera un nou
succesor. Aceasta contrazice presupunerea ca n’ apartine drumului solutie. Orice astfel
de nod, in afard de nodul solutie, are cel putin un succesor aflat pe drumul solutie.
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1.2.2.2.3. Admisibilitate - garantia pentru o solufie optimal&

Definitia 1.5. O functie euristica h este admisibila daca, pentru orice nod n:
h(n)<h'(n).m (1.9
In cele ce urmeaza, se presupune ci relatia (1.4) este satisfacuti.

Lema 1.1. La orice moment, inainte ca 4" si se incheie, existd un nod n’ in
DESCHIS situat pe P, cufin’) < C".

Demonstratie. Fie un drum optimal P._, € P;_ r:

L

— t]
Ps_r =8, M, N0 . 0,0,

unde n’ este primul nod de pe 2 r apartinind mulfimii DESCHIS. Exista cel putin
un nod din DESCHIS situat pe P ;- deoarece y nu este in /NCHIS inainte de
incheiere. Deoarece toti predecesorii lui n’ sunt in INCHIS si drumul s, n,, ny, ..., n’
este optimal, rezultd cd pointerii atribuiti lui »’ sunt dealungul drumului P;_,,,, deci
g(n’) = g’ (n’). Din admisibilitatea lui & se deduce inegalitatea:

i) =g' (W) +h(w)<g )+ h'(m)=f(n)

'_, , rezultd ci (vezi (1.2)) f(n’) = C', deci fin) < C'. =

st, deoarece n’ € P,

Lema 1.2. (Corolar al lemei 1.1.) Fie n’ primul nod de pe drumul optimal P;_,{,
citre nodul n”, nu neapirat din [/, apartindnd multimii DESCHIS. Atunci
g(n’) = g'(n’), adici 4" a identificat deja un drum optimal de pointeri citre n’ (deci n’
apartine lui P;_ ) §i acest drum ramane neschimbat in procesul cautani.

Demonstratie. Afirmafia rezultd direct din lema 1.1., unde egalitatea
g(n’) = g'(n’) a fost dedusa firi si se {ind szama de faptul ci y este nod solutic. B

Teorema 1.25. A" este admisibil.

Demonstratie. Si presupunem ci A  se incheie cu un nod solutie ¢ € /" pentru
care fif) = g(t) > C. Algoritmul A" inspecteazi satisfacerea de citre noduri a
criteriului de terminare numai dupa ce au fost selectate pentru expandare. Rezulti ci,
daci nodul ¢ a fost ales pentru expandare, este satisfacuta conditia:

t) < f(n), pentru orice n € DESCHIS.
De aici se deduce ci, imediat Tnainte de incheiere, pentru toate nodurile din DESCHIS
are loc inegalitatea f{n) > C’, in contradictie cu lema 1.1. care garanteaza existenta

micar a unui nod n’ cu f{n’) < C’. Prin urmare, pentru nodul terminal ¢, are loc relatia
g() = C’, cu semnificatia ci A" furnizeazi un drum optimal. B
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1.2.2.2.4. Comportarea puterii de selectare a euristicilor

Puterea estimdrii h(e) a unei euristici este definitd de valoarea selectiei induse
de h si depinde evident de acuratefea acestei estimari. Daca h(e) estimeaza costul
cautirii in mod exact (adici 4 = k"), atunci A~ exploreazi numai noduri situate pe
drumurni optimale. Pe de alta parte, dacd nu este folositd nici o euristicd (h = 0),
rezultd o cadutare in latime, drept rezultat avand loc expandarea tuturor nodurilor
accesibile din s pe un drum de cost mai mic decat C". Cazurile cele mai des intélnite
sunt situate intre aceste doud extreme. Este evidenta proprietatea urmatoare: cu cét A
este mai apropiat de 4’, cu condifia sa rimani admisibild, cu atit este mai eficienta
ciutarea solutiei.

Definitia 1.6. O euristica h, este euristica mai informata decat h, dacd ambele
sunt admisibile gi h,(n) > h(n), pentru orice nod »n nonsolutie. Similar, un algoritm A
ce utilizeaza h, se consideri mai informat decit altul ce utilizeazi /,. B

Teorema 1.26. (Condifie necesard pentru expandarea unui nod) Orice nod
expandat de 4" nu poate avea o valoare a lui f mai mare ca C", adici f{n) < C" pentru
toate nodurile n expandate.

Demonstratie. Sd presupunem contrariul, adicd n este selectat din DESCHIS
daci f{n) > C'. Aceasti ipotezd contrazice lema 1.1. in virtutea cireia multimea
DESCHIS contine un nod n’ astfel incat f{n’) < C". Deci nodul n’ va fi ales pentru
expandare in locul lui n. B

Teorema 1.27. (Conditie suficientd pentru expandarea unui nod) Orice nod din
DESCHIS, pentru care f{in) < C’, va fi pani la urmi expandat de A .

Demonstratie. Si presupunem ci la o anumiti etapa, nodul n cu f{n  C’ este
gasit in DESCHIS. Algoritmul A’ se incheie cu f{t) = C" dupi ce l-a selectat pe ¢
pentru expandare din DESCHIS. Faptul ca nodul 7 5i nu n a fost selectat, inseamna cd,
ori n a fost selectat Inaintea lui ¢, ori valoarea f{n) a fost intre timp modificata astfel
incat depiseste pe C'. Dar valoarea lui f nu poate fi modificati decat prin deplasarea
in adancime, astfel incit numai prima alternativi, adica expandarea lui n, este singura
posibilitate. B

De notat cd nici una din teoremele 1.26. sau 1.27. nu contine o condifie
necesara §i suficientd, deoarece soarta nodurilor din DESCHIS peniru care are loc
egalitatea f{n) = C" nu este mentionata de nici una dintre teoreme §i rimane si fie
decisi de regulile tie-breaking utilizate in implementarea algoritmului 4. O regula
tie-breaking este un criteriu de alegere a uneia dintre mai mult de doua alternative,
echivalente din punct de vedere al continudrii cautarii solufiei.
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Conditiile de expandare din teoremszle 1.26. §i 1.27., chiar dacd sunt utile, nu
furnizeaza criterii adecvate pentru determinarea eficienfei unui algoritm 4°. Aceasta
se datoreste faptului ca in aceste teoreme sunt invocati doi parametri locali, care pot
varia o dati cu etapa de evolutie a algoritmului §i nu sunt, prin urmare, detectabili
direct din datele externe. Primul este funcfia g(n), care nu este in realitate o
proprietate a nodului n, dar depinde de drumul citre n depistat de 4° la un moment
dat. Al doilea este conditia din teorema 1.27. ca n se afla in DESCHIS inainte de a fi
selectat pentru expandare. Faptul ca un nod dat n este in DESCHIS depinde nu de n
insusi, ci de comportarea lui 4 in procesul de explorare a drumurilor care duc la n.
Urmaitoarele doua rezultate rectificd aceste dificultati.

Definitia 1.7. Un drum P este C-marginit daca orice nod n dealungul acestui
drum satisface condifia gp(n) + h(n) < C. Similar, daca in relafia precedenti are loc
inegalitatea strictd pentru orice n de pe P, atunci P este strict C-marginit. jaca este
necesara menfionarea euristicii folositd pentru afirmarea inegalitifii precedente, se
foloseste notatia C(h)-marginit. &

Teorema 1.28. O conditie suficienti pentru 4" in vederea expanddrii unui
nod n este existenfa unui drum P strict C'-mirginit de la s la n.

Demonstratie. Presupunem contrariul, adicd existenfa unui drum P strict
C‘-mﬁrginit de la s la n si cd, la incheierea cautirii, nodul sau final n nu a fost inca
expandat. Fie n° primul nod din DESCHIS de pe P (la incheierea cautdrii). Deoarece
toti predecesorii lui n’ sunt in /NCHIS, valoarea lui g pe care 4" o atribuie lui n’ nu
poate f1 mai mare decat gp(n’); deci:

fin)y=g(n’)+ h(n’) < gp(n’) + h(n’) < C".
Dar, dacd f{n’) < C la incheierea cautirii, atunci n’ trebuie si fi fost ales pentru
expandare in locul nodului solutie, care este candidat a incheia ciutarea cu /= C.
Acesl fapt contrazice ipoteza ca un nod n’ din DESCHIS existid pe P §i, p1 urmare,
n trebuie expandat. @

Teorema 1.29. O condific necesara pentru ca 4° si expandeze un nod n este
existenta unui drum C'-mirginit de la s la n.

Demonstratie. Daci A  expandeazi un nod n, atunci n trebuie si fie in
DESCHIS si, de asemenea, f{n) < C (teorema 1.26.). Fie acum drumul PP al
pointerilor atribuiti lui » la momentul expandarii lui. Fiecare predecesor n’ al lui n
dealungul lui PP este in /NCHIS si, prin urmare, a fost ales pentru expandare, poate
mai mult decat o datd, la un moment precedent, moment la care, cum rezulta din
teorema 1.26., este satisfacuta inegalitatea g’(n’) + h(n’) < C". Valoarea curenti a lui
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g(n’) dealungul lui PP nu poate fi mai mare decét valoarea lui g’(n’) in vaomentul
expandirii. Prin urmare, fiecare nod n’ de pe PP satisface condifia f(n’) < C', cu
semnificatia ci PP este si el C'-mirginit. B

Teoremele 1.28. §i 1.29. joacd un rol major in analiza performantelor lui 4.
Teorema urmitoare confirmi intuifia noastra privind tendinta de a alege pe A, posibil,
cat mai nidicat.

Teorema 1.30. Daca A; este mai informat decat Al. , atunci A; domini pe A; .

Demonstratie. Fie h, si h, euristicile utilizate de A;, respectiv, A; astfel incat
hy(n) > hy(n) pentru orice nod n care nu este solufie §i sd presupunem cid A;
expandeazd un nod oarecare n. Din teorema 1.29. se stie cd existd un drum
C'-mirginit de la s la n ales cu ajutorul lui 4,. Deoarece hy(n’) > h\(n’), pentru orice
nod n’ de pe P, rezulti ci P este strict marginit daca a fost ales de 4;. B

1.2.2.2.5. Euristici monotone (consistente)

in sectiunea precedenti s-a presupus, implicit, ci eficienfa ui 4" poate fi
misuratd cu numirul de noduri neexpandate. In realitate, un nod poate fi expandat de
mai multe ori §i, prin urmare, nu numarul de noduri expandate ci numarul de operafii
de expandare trebuie avut in vedere la aprecierea eficientei. in continuare se arati c3,
in anumite conditii, algoritmul 4* nu parcurge, in vederea introducerii in DESCHIS,
unele noduri din /NCHIS si, prin urmare, timpul necesar reexpandirii poate fi in acest
fel micgorat.

Conditia care permite evitarea redeschiderilor este o anumitd proprietate a lui 4
ce este satisficuta de orice functie A*, adici o consistenfd. In sectiunile precedente s-a
vazut ci orice functie 4", in afari de estimarea corectd a costurilor optimale citre I
satisface anumite relafii intre h'(n) si evaluarile lui 4° ale descendentilor lui n.
Relatiile (1.2) si (1.3) implica faptul cid cel mai ieftin drum constréans sa treaci prin n
nu poate fi mai putin costisitor decdt cel mai ieftin drum generat fard aceastd
restrictie, adica g (n) + h'(n) > h'(s), pentru orice n, sau k(s, n) + h'(n) = 1 s), unde
k(s, n) este costul celui mai ieftin drum de la s la n.

Aceastd formd a inegalitatii triunghiului pentru geodezice este valabild pentru
orice pereche de noduri, nu neapirat contindnd pe s. Agsadar, dacd n" este un
descendent al lui n, are loc relatia:

h'(n) < k(n, n’) + h'(n*), pentru orice (n, n’),
care este automat satisficutd §i pentru nodurile »n’ pentru care k(n, n’) = o §i care nu
sunt descendente ale lui .
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Rezultd ca este rezonabil sd@ se considere cd, daca procesul de estimare a lui
h(n) este consistent, el trebuie si mogteneasci proprietatea geodezica a lui £ (n) si sa
satisfaci condifia: ’
h(n) < k(n, n’) + h(n’), pentru orice (n, n’). (1.5)
Definitia 1.8. O funcfie euristicd hn) este consistenta daca relatia (1.5) este
satisfacutd pentru orice pereche de noduri ngin’. B
Definitia 1.9. O functie euristica h(n) este monotona daca satisface relatia:
h(n) < c(n, n’) + h(n’), pentru orice (n, n’), n’ € SCS(n), (1.6)
unde c¢(n, n’) este costul arculuidelanlan’. B
Monotonia pare, la prima vedere, mai pufin restrictivd decdt consistenta,
deoarece ea se refera la doud noduri succesive. Se poate insa ardta, prin inductie dupa
adincimea k a descendentilor lui n, cd (1.6) implica (1.5). Prin urmare are loc
urmdtoarea teorema.
Teorema 1.31. Monotonia si consistenta sunt proprietati echivalente. B
Se poate de asemenea deduce legatura dintre consistenta si admisibilit te.
Teorema 1.32. Orice euristica consistentd este si admisibila.
Demonstratie. inlocuid pe n’ din (1.5) cu orice nod solutie y € 7 se o(;ine:
h(n) < k(n, v) + h(y), pentru orice n.
Deoarece h(y) = 0 si k(n, y) = h'(n) pentru orice nod y € I, rezulti ci are loc conditia
de admisibilitate (vezi (1.4)):
h(n) < h'(n).m
Vom demonstra avantajele utilizirii euristicilor consistente sau monotone.
Teorema 1.33. Un algoritm 4" ce utilizeazi o euristici monotoni giseste
drumurile optimale pentru toate nodurile expandate, adica:
g(n) = g'(n), pentru orice n € INCHIS.
Demonstratie. Si presupunem ci 4™ alege pentru expandare un nod pentru care
g(n) > g'(n). Fie un drum optimal P;_n de la s la n. Dacd n este singurul nod din
DESCHIS de pe drumul P_ ,
au fost expandati §i, prin urmare, g(n) = g (1) (Lema 1.2.). Presupunerea g(n) > g'(n)

. . - . . . »
atunci este evident ca tofi predecesorii luin  pe P_,

implicd faptul ca P‘_,, contine micar un pod aditional in DESCHIS si, ca de obicei,
fie n’ primul nod din DESCHIS de pe P'_,,. Se poate ardta cd n’ §i nu n trebuie ales
pentru expandare. Lema 1.2. mentioneaza ci g(n’) = g'(n’) si, prin urmare, in virtutea
consistentei, rezulta ca:

fin)y=g'(w)+h(w') < g' (') + k(m", n) + h(n),
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unde k(n’, n) este costul celui mai ieftin drum de la n’ la n. Suma g'(n’) + k(n’, n) este
egali cu g'(n) deoarece n’ este un predecesor al lui n dealungul lui P;,, §i, de aceea,
fin’) < g'(n) + h(n).
Rezulta ci ipoteza g(n) > g'(n) implici:
Sn*) < fin),
fapt care impiedica alegerea lui 7 in loc de n’. Prin urmare, rezulti ci g(n) = g'(n),
ceea ce completeazd demonstratia teoremei. B

Teorema 1.34. Monotonia implicd faptul cd@ secventa valonlor lui f
corespunzitoare nodurilor expandate de 4" este nedescrescitoare.

Demonstratie. Fie n, nodul expandat imediat dupd n,. Daci n, este in
DESCHIS, atunci, cind n, a fost expandat, din regula de selectare a nodurilor rezulta
cd flm) < flm). In caz contrar, n, trebuie si fie noul venit in DESCHIS, adicd un
succesor al lui n, pentru care:

g(ny) = g(m) + c(ny, n2)
§i pentru care, in virtutea monotoniei:
Snz) = g(m) + c(ny, my) + h(nz) 2 g(m) + h(m) = fim).
Rezulta ca secvenfa valorilor lui f nu poate fi descrescitoare. &

Monotonia simplificd semnificativ conditiile de expandare a nodurilor.

Teorema 1.35. Dacid f este monotond, atunci condifia necesarid pentru
expandare este:

gn)+hm)<C
si conditia suficientd este definitd de inegalitatea stricta:
g(n)+h(m)<C.
Demonstratie. Conditia necesara rezultd din teoremele 1.26. si 1.31. Conditia

suficientd se bazeazi pe natura nedescrescitoare a lui g° + 4 dealungul unui drum
optimal de la s la un nod arbitrar n. Afirmatia este adevirata, deoarece, daca n’ este

un predecesor al lui n dealungul unui drum optimal P\._,, el trebuie sa satisfaca relatia:
gn)=gn)+c(n, n),
care, impreuna cu monotonia lui A, implica:
g'(n) +h(n)=g'(n) +c(n’, n) + hin) 2 g'(n) + h(n’).
Rezulta ca daca n satisface condifia:
g+ hn)<C,
atunci g1 tofi predecesorii lui de pe P:" trebuie sa o satisfaca. Prin urmare P;_,, este
strict C'-mdrginit si, in virtutea teoremei 1.28., n va fi expandat de 4”. B
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1.2.2.3. Relaxarea conditiilor de optimalitate

Rezultatele precedente arati ci A  posedi unele proprietifi utile privind
folosirea euristicilor alese. In particular, daca euristica utilizata este admisibila, atunci
A’ garanteazi obfinerea unui drum optimal.

Experienfa arati, totusi, ci in multe cazuri 4° utilizeazi un timp mare in
procesul de discriminare a drumurilor a caror cost nu variazd mult de la unul la altul.
In acest caz, proprietatea de admisibilitate devine un cusur in loc de o “tute. Ea
forteazi pe A si consume un timp disproportionat de mare in selectarea celui mai bun
dintre candidatii aproape egali si impiedici pe A  si incheie cautarea unui drum
suboptimal, dar, pe de alta parte, acceptabil.

fn continuare se prezinti doui forme de reprezentare a lui f ca functie de g si A
si efectele lor asupra eficientei algoritmului 4.

1.2.2.3.1. Ajustarea ponderilor lui g si h

In vederea obtinerii unor versiuni mai rapide ale algoritmului 4", care nu
asigurd neapdrat generarea unor solutii optimale, este indicat sd se examineze separat
efectele lui g si h.

In ipoteza ci f{n) = g(n), strategia cautirii coincide cu cea a costului uniform,
care este o varianti a ciutirii in lifime. In aceasti varianti, in loc si se parcurgi
nivele de adancime egala, sunt parcurse nivele de cost egal. Procedura cost iform se
realizeazd pe calea selectini pentru expandare a unui nod din DESCHIS de cost
minimal, unde costul fiecidrui nod este definit ca fiind costul drumului de la nodul
start la acest nod.

In ipoteza ci f{n) = h(n), strategia cautirii coincide cu cea a ciutarii in ldfime
(BF). In acest caz, daci alegerea lui A(n) nu este suficient de consistenti, adica nu
reflectd suficient de bine particularitatile problemei studiate, atunci este posibila
atribuirea de valori mici ale lui 4(n) unor drumuri prea lungi, drumuri care, datorita
lipsei criteriului furnizat de g, nu pot fi evitate.

In vederea echilibririi particularitafilor mentionate, se poate utiliza o functie de
evaluare ponderata:

Su(n) = (1 - w) g(n) + w h(n),
care, pentru w = 0, 1/2, 1 corespunde strategiilor cost uniform, A §i BF. Prin variatia
continud a lui w intre 0 §i 1 se pot obtine diferite variante ale algoritm®ini A°, ip
vederea rezolvirii convenabile a unor probleme.
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Rezultatele empirice obfinute pentru jocu! 15 (15 placute pe un tabel 4 x 4 care
trebuie aduse dintr-o stare initiald intr-o stare finald prin mutini admise a cite unei
placute pe locul liber daca acesta este vecin ei) aratd ca f, asigurd o performanta
optimald (numiar mediu minim de noduri expandate) in banda 1/2 < w < 1. Simulari
mai extensive pentru jocul 8 (8 placufe pe un tabel 3 x 3) au aritat ca f, atinge o
performanta optimald in vecinatatea lui w = 1/2 i cresterea lui w dincolo de 1/2 poate
provoca o crestere a numarului de noduri expandate.

1.2.2.3.2. Doud versiuni - admisibile mai rapide ale Iui A’

Deteriorarea performantei lui f, = (1 - w) g + w h pentru w > 1/2, cuplati cu
riscul permanent de incheiere cu o solufie de cost mai mare decat cel acceptabil, a
determinat incercdrile de a raspunde la intrebarea: poate fi asiguratd o cregtere a
vitezei cu pretul unei descresteri mdrginite a calititii solutiei? In continuare sunt
prezentate doud abordini ale acestei probleme: ponderarea dinamica si A;. Un
algoritm este considerat &-admisibil daca furnizeaza un rezultat diferit de cel optimal

prin factorul 1 + £

1.2.2.3.2.1. Ponderarea dinamica

In locul mentinerii lui w constant dealungul ciutarii, este natural si se varieze
dinamic valoarea lui astfel incét valoarea lui 4 sa fie ponderata mai mult atunci cind
adancimea ciutirii creste. Pentru aceasta se poate utiliza functia de evaluare:

Sin)=g(n) + h(n) + £(1 - d(n) / N) h(n)
unde d(n) este adancimea nodului n §i N este adancimea (anticipati) a nodului solutie
dorit. La nivele mici ale arborelui de cdutare (d<<N), h are o pondere de ordinul 1 + ¢,
fapt care incurajeaza ciutarea in adincime. La nivele adanci, atunci cand terminarea
se apropie, cautarca presupune o ponderare egald a lui g si A, fapt care evitd o
incheiere prematura.

Nu este greu de vazut cd dacd h(n) este admisibild, algoritmul este
£-admisibil, adici se giseste un drum de cost cel mult (1 + &) C'. Afirmatia se bazeaza
pe faptul ca inaintea terminarii, pentru primul nod n’ din DESCHIS de pe orice solutie
optimala are loc egalitatea g(n’) = g'(n’) (vezi lema 1.2.) si prin urmare:

S <g @)+ h )+ e(l-dm)/ MR )sC +eh’(n)<(1+oC.
Rezulta ca algoritmul nu se poate incheia cu un nod solutie al cirui cost este mai mare
decat (1+ &) C.
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1.2.2.3.2.2. A_ - algoritm ce utilizeazi estimdri ale efortului cautirii

Algoritmul A; utilizeaza doua liste: DESCHIS §si FOCAR. FOCAR este o
sublistd a lui DESCHIS ce confine numai acele noduri pentru care f nu deviaza fafa de
valoarea cea mai mica a lui f printr-un factor mai mare decat 1 + ¢, adica:

FOCAR= {n| flny<(1+¢& min_fin’)}.
n'€OPEN

Operatiile lui A; sunt identice cu cele ale lui 4°, cu exceptia ci A; selecteaza din
FOCAR nodul cu valoarea hr minima, unde h(n) este o a doua funcfie euristici care
estimeaza efortul computational necesar completérii cautarii pleciand din n.

Ratiunea acestei variante este simpla. In acord cu estimirile disponibile ale lui
f(®), toate nodurile din FOCAR au aproximativ drumuri solutie egale. Dec. n loc si
se consume timp pentru identificarea celui mai bun dintre ele, este mai indicat sd se
genereze portiunea raimasa a solutiei §i nodul care ofera cel mai mic efort de completare

c e e . - » .
este unul cu valoare minima a lui /(. Este clar ci pentru £=0, 4, sereducela 4.

Euristica & pentru formarea multimii FOCAR este de natura total diferitd fatd
de euristica Ay utilizatd pentru selectarea nodurilor din FOCAR. Prima euristicd
anticipeazi reducerea calitdfii solutiei datorita efortului necesar continudrii cautarii ei.
A doua euristica estimeaza efortul computational pentru completarea cautarii.

Teorema 1.36. A; este &-admisibil, adica el gaseste intotdeauna o solutie al

cirui cost nu depigseste costul optimal printr-un factor mai mare decit 1 + &

Demonstratie. Adoptand urmatoarele notatii:

ny = un nod in DESCHIS avind o valoare f optimala,

{ = nod terminal (cautat pentru expandare si gisit a fi nod solufie),
n, = primul nod din DESCHIS de pe o solutie optimala,

C(1) = (1) = g(t) = costul solutiei gasite,

rezulta:
finpsC deoarece h este admisibila,
flng) < flm) deoarece DESCHIS este f-ordonata,
< fing) (1 + ) deoarece ¢ este ales din FOCAR.
Prin urmare:

CO=AN<fin)(1+&<C (1+¢6).1

1.2.2.3.2.3. Compararea celor doi algoritmi

Ponderarea dinamica este un algoritm usor de implementat; acest algoritm

. - 3 - . . - . . . - . -
memoreaza doar o singura lista si foloseste o singura functie euristicd. 4, oferd pe de
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alti parte multe alte avantaje. In timp ce ponderarea dinamici este limitati la
probleme in care adancimea solufiei optimale (), sau macar o bund margine
superioard a ei, este cunoscutd a priori, A; isi menfine sadmisibilitatea chiar cind
valoarea NV este complet necunoscutid. Mai mult, separarea totala a celor doud euristici
utilizate de A; ii asigurd un mecanism in vederea incorpordrii unor estimin sofisticate
a costului computational necesar completdni cautdrii. Acest fapt implicd elaborarea
unor functii de drumul de la s la n, nu intotdeauna descriptibile de g si A. De exemplu,
dacd problema comisvoiajorului este consideratd in cazul unei refele cu localititi rar
distribuite, numirul de arce din portiunea neexploratd a grafului constituie uzual o
mai valida estimare a efortului computational rezidual decat proportia 1 - depth(n)/ N
a oragelor neexplorate, ce reprezinta ghidul algoritmului ponderare dinamica.

Compararea performantelor celor doi algoritmi pe mai multe exemple aratid
comportarea ceva mai bund a algoritmului A;. Ambii algoritmi au o cea mai mare
utilitate in probleme hard asigurind o economie cuprinsa intre 60% si 90%.

Exemplul 1.16. in cartea lui Nilsson, ideea reludrii parcurgerii unor ramuri
anterioare ale arborelui generat in procesul cautarii solutiei este ilustratd pe urmitorul
exemplu. Fie o bazd de date inijiald DBI, careia ii sunt aplicate regulile de
transformare R1 i R3, avand drept rezultat bazele DB2 si DB3 (vezi figura 1.12)).
Daci sistemul de control decide ca aceastd cale este nepromitatoare, inregistririle
DB2 si DB3 sunt sterse si are loc intoarcerea, urmatd de aplicarea regulii R2 avand
drept rezultat baza DB4. Daci insa sistemul de control mentine inregistririle bazelor
DB2 si DB3 si baza DB4 se dovedegte inutild, atunci se poate relua cautarea imediat
dupa DB2sau DB3. m

DB3

Fig. 1.12.

Exemplul 1.17. Strategia de inspectare a grafului, menfionatd mai inainte §i
utilizata in algoritmul A’ este ilustrati pe exemplul ce urmeazi [NIL82, pag. 67].

Sa presupunem ca procesul de ciutare a generat graful de cautare din figura
1.13.a) in care arborele de traversare T este definit de pointerii reprezentati de sigetile
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paralele cu arcele grafului. Nodurile marcate cu cercuri pline sunt in /NCHIS si cele
marcate cu cercuri goale sunt in DESCHIS, in momentul cand algoritmul a ales pentru
expandare nodul 1. Arcele grafului se presupun de cost unitar. Atunci cand nodul 1
este expandat, este generat nodul 2, unicul sdu succesor. Dar nodul 2, care are tatid
nodul 3 in arborele de cautare (traversare), a fost deja generat, este in INCHIS si are
succesorii 4 §i 5. De asemenea, trebuie notat faptul ca tatdl nodului 4 in arborele de
ciutare este nodul 6, deoarece cel mai scurt drum (de cost minim) de la nodul s citre
nodul 4 trece prin nodul 6. Deoarece algoritmul a identificat un drum citre nodul 2 ce
trece prin nodul 1, de cost mai mic decit drumul anterior prin nodul 3, nodul tati al
nodului 2 in arborele de cautare este schimbat din 3 in 1. Costurile drumurilor cétre
descendentii nodului 2 in graful de cautare, adicd drumurile citre nodurile i 5, sun.
recalculate. Aceste costuri sunt acum mai mici decét anterior si tatil nodului 4 este
schimbat din nodul 6 in nodul 2. Arborele de ca@utare (traversare), ajustat este definit
de arcele din figura 1.13.b). B

Fig. 1.13.

Exemplul 1.18. Un exemplu ilustrativ simplu privind semnificatia i velul de
utilizare al functiei de evaluare /il constituie jocul 8 [NIL82, pag. 73]. Fiind date opt
plicute pitrate numerotate de la 1 la 8 si plasate pe o tabli pitratd de latura trei ca in
figura 1.14.a) se cere rearanjarea lor ca in figura 1.14.b), mutand succesiv orice
placuta pe un loc neocupat.

8
6

W AW

2
6
a) b)

Fig. 1.14.

~J 00 —

~] = MO
wh W

Drept functie de evaluare se considerd f{n) = d(n) + w(n), unde d(n) este
adancimea unui nod n in arborele de cautare §i w(n) este numarul placugelor incorect
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plasate pe tabla corespunzitoare nodului n. De exemplu, pentru configurafia din
figura 1.14.a) valoarea lui / este egalicu 0 + 4 =4.

Rezultatul aplicarii strategiei inspectarea grafului in cazul exemplului
considerat este ilustrat in figura 1.15. Valoarea lui / pentru fiecare nod este incercuiti;
numerele neincercuite arata ordinea in care nodurile sunt expandate.

1
283
16 4 Nodul start
@7 S
/-’2,|
283 283 ]223
164 1 4
@ 75 @765 ©75
3 4 T~
@2183 @2 3 223
4 184 1
765 765 ©765

>

g 3 283 23 23
@©214 714 184 184
765® 65 @765 ®765
6]
123
B ¢4
765
123 123
Nodul solutie |8 4 784
?65® 6 5
Fig. 1.15.

Solutia problemei studiate poate fi obfinutd §i cu ajutorul altor . .tode dc
cautare, dar utilizarea functiet de evaluare are drept rezultat expandarea unui numdr

mai mic de noduri. B
1.2.3. Euristicile ca informatie data de modele simplificate
1.2.3.1. Utilizarea modelelor relaxate

1.2.3.1.1. Provenienta euristicilor

Fie exemplul jocului 8, care consta in rearanjarea a 8 placute, numerotate de la
1 1a 8, pe un tabel (tiblifa) 3x3 astfel incat sa fie agezate ca in figura 1.16., dreapta.
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Rearanjarea placujelor este permisd numai prin deplasarea ortogon=:d, adicd
orizontald sau verticald, a placujelor de pe o pozitie adiacenta patratului liber. Plecind
de la configuratia (s) si procedand in modul descris, se obfin configuratiile A, B si C.
Care dintre aceste trei alternative este mai promititoare? Utilizarea cdutdrii
exhaustive este nepracticd in cazul cand configuratia inifiald este mult deosebitid de
cea finald. Decizia privind alegerea celei mai promititoare alternative, evitind
ciutarea exhaustivd, necesitid utilizarea unei estimdri a eficientei cautini. fn cazul
jocului 8 existd doud euristici de estimare a proximitatii dintre doua stari. Prima este
numarul de plicute incorect agezate prin care diferda doua stanri (configuratii) si este
notatd h;. A doua este suma distanfelor (orizontale §i verticale) dintre plicutele
agezate diferit in doud configuratii §i este notatd cu h,. Pentru stirile A, B, C din
figurd, proximitatile lor la starea solufie sunt:

hi(A)=2, h(B) =3, h(C)=4,

hy(A)=2, h)(B)=4, h(C)=4.
Evident, ambele euristici decid ca starea A este cea mai apropiata de solv " : §i, prir.
urmare, ea va fi explorati inaintea starilor B si C.

(s) (7)
2 3 123
184 :J> 8 4
765 76 5
SAU | SAU
23 283 23
184 1 4 184
765 765 765
(A) (B) <)
Fig. 1.16.

In cadrul incercirii de motivare a rationalitifii alegerii euristici 1, drep:
euristica admisibila, se pot intilni argumente cum sunt cele ce urmeazi:

1. Fie o solufie a problemei, nu neapdrat optimala. Pentru a satisface conditiile starii
solutie, fiecare plicuti trebuie si parcurga o traiectorie de la pozitia initiala la cea
finala, costul total al solutiei (numar de pasi) fiind suma costurilor traiectoriilor
individuale. Orice traiectorie trebuie si con{ind macar atafia pagi cati sunt dai de
distanta h, (numiti §i distanta@ Manhattan) dintre configuratia initiala si cea finala
§i, prin urmare, suma acestor distanf{e nu poate depasi costul total al solutiei.
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2. Daca este posibila deplasarea fiecdrei placute independent de celelalte, atunci se
poate muta placufa 1 dealungul celei mai scurte traiectorii in pozitia sa finala, apoi
se poate proceda la fel cu placuta 2 i aga mai departe pana la obtinerea configuratiei
solutiei. In total sunt efectuati micar atifia pasi cifi di suma distanfelor. in
consecin{d, suma acestor distanfe nu poate depisi costul total al solufiei.

Primul argument este analitic. In cadrul siu este selectati o proprietate ce
trebuie satisficuta de orice solutie astfel incat s fie asigurata o traiectorie a fiecarei
placute cdtre pozitia ei finald. Deci se cautd costul minimal ce satisface aceastd
proprietate. Al doilea argument are o natura operationald. El descrie o procedura pentru
rezolvarea unei probleme auxiliare similard, in cadrul careia regulile jocului au fost
relaxate astfel incat placutele pot fi agezate una peste alta. In locul ciutirii unei funcfii
h(n) ce aproximeazi pe h'(n), se completeazi solujia obfinuti pe calea relaxirii,
se numdrad pasii necesari §i numdrul obfinut se folosegte drept o estimare a lui h'(n).

Aceasta a doua schemi de ciutare ilustreazd modelul (paradigma) mentionata
in continuare: Euristicile sunt descoperite consultind modele simplificate ale
domeniului problemei studiate.

1.2.3.1.2. Consistenta euristicilor bazate pe relaxare

Este interesant de notat ci euristicile generate de optimizari pe modele relaxate
sunt garantate a fi consistente (sau monotone). Aceastd proprictate este usor de
verificat dupa cum se vede din figura 1.17., unde A(n) i h(n’) sunt euristicile atribuite
respectiv nodurilor n §i n’. Aceste euristici descriu costul minim al completirii
solutiei din aceste noduri, in cadrul unui model relaxat comun ambelor noduri. Solutia
optimald h(n) trebuie si satisfaca conditia A(n) < c’(n, n’) + h(n"), unde c’(n, n’) este
costul relaxat al arcului (n, n’). Altfel ¢’(n, n’) + h(n’) ar constitui, in locul lui A(n),
costul optimal al drumului din n. Costul relaxat ¢’(n, n’) nu poate depasi, prin
definitie, costul original ¢(n, n’). Rezulti ca:

h(n) <c(n,n’)+ h(n’),
care, impreund cu condifia tehnicid A(nod solutie) = 0, completeazd condifiile de

consistenta (vezi 1.2.2.2.5.).
n

c(n,n’)
hin)
hin’)

Fig. 1.17.
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Aceasta proprietate are implicafii computationale §i psihologice. Din punct de
vedere computational, ea garanteazi ci 4’ dirijat de euristicile unui model relaxat, va
evita efortul de a redeschide noduri din /NCHIS si a redirectiona pointerii lor.
Pointerii atribuifi oricirui nod expandat de algoritm sunt deja directionati dealungul
drumului optimal cétre acest nod.

Din punct de vedere psihologic, dacd se presupune cd oamenii descopera
euristici pe calea consultarii unui model relaxat, se poate explica faptul ci majoritatea
eunsticilor elaborate sunt admisibile §i consistente.

1.2.3.2. Generarea mecanici a euristicilor admisibile

1.2.3.2.1. Relaxarea sistematica

Eliminarea restrictiilor in cadrul relaxarii poate fi sistematizata astfel incat
euristicile naturale, cum sunt cele prezentate in paragraful 1.2.3.1.1,, sa fie generate in
mod mecanic. Pentru aceasta este convenabild reprezentarea domeniului problemei
prin restrictiile ce guverneaza aplicabilitatea §i impactul diferitelor transformari in
acest domeniu. Fie, de exemplu, jocul 8. Este total nepractic si se specifice mulfimea
mutirnilor legale cu ajutorul listei perechilor de stdri, dinaintea §i dupa ~fectuarea
fiecarei mutiri. O reprezentare mai naturald a jocului consta in specificarea .nutarilor
permise cu ajutorul a doud multimi de conditii, o condifie fiind adeviratd inaintea
unei mutari §i a doua dupa efectuarea acestei mutdri. De exemplu, acfiunile pot fi
reprezentate prin trei liste:

1. Lista preconditiilor - reprezentind conjunctia predicatelor adevirate inaintea
efectudrii unei actiuni.

2. Lista adiugare - lista predicatelor ce trebuie addugate in vederea descrierii
mulfimii starilor in urma aplicarii unei actiuni.

3. Lista stergere - lista predicatelor ce nu mai sunt adevdrate dupd ce o actiune a
fost aplicata i, in consecin{i, sunt eliminate.

in continuare aceasti reprezentare este folositd in formalizarea schemei de

relaxare pentru jocul 8.
Mai intai se definesc trei predicate primitive:
PE(x, y) - placuta x se afla pe cdsuta (locatia) y,
LIBER(y) - casuta y nu contine plicute (e libera),

AD(y, z) - casufa y este adiacentd cu casuia z,
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unde variabila x reprezinta plicutele X X;,.... X3 §i variabilele y st z parcurg mulfimea
locatiilor C),(,,...,Cy. Cu toate ci predicatul LIBER poate fi definit in termeni de PE:
LIBER(y) & Vx ~PE(x, y),
unde ~ noteazid negatia, este convenabil sd se foloseasca acest predicat in mod
explicit, drept un predicat independent. Folosind aceste primitive, orice stare este
reprezentata printr-o listd de noui predicate de forma:
PE(X,, C)), PE(X3, C)), ..., PE(Xs, Cg), LIBER(C,),
impreund cu descrierea tabelului:
AD(Cy, Cy), AD(C,, Cy), ...
Miscarea corespunzitoare transferarii placutei x din locatia y in locatia z este descrisa
prin trei liste:
MUTA(x, y, 2):
lista precondittilor: PE(x, y), LIBER(2), AD(y, 2);
lista adaugare: PE(x, z), LIBER(y);
lista gtergere: PE(x, y), LIBER(2),
care descrie detaliile mutarii placutei x din locatia y in locatia z. Problema consta in
gdsirea unei secvenfe aplicabile de atribuiri variabilelor din operatorul de baza
MUTA(x, ¥, z), care sa transforme starea initiald intr-o stare care sa satisfaca criteriile

ce asigurd o stare solutie.

In continuare se examineazi efectul relaxirii problemei pe calea eliminirii
conditiilor LIBER(z) si AD(y, z) din lista preconditiilor. Jocul rezult:*© permite
deplasarea printr-o singura migcare a unei plicute de pe pozitia curentd in pozifia
doritd. O problemi datid poate fi usor rezolvatd utilizind urmitoarea strategie de
control. In orice stare, se alege o plicuti neagezati pe locatia doriti. Fie X, aceasti
placuta, Y, locatia ei curenti si Z, locatia doriti. Se aplica operatorul MUTA(X,Y,,Z))
si se repetd procedura stini urmatoare pana cand toate placutele ajung sa fie corect
plasate, deci se obtine solutia.

Este evident cd numarul de mutdri necesare pentru a rezolva o asemenea
problema este egal exact cu numadrul de placute plasat gresit in configuratia inifiala.
Daca pentru rezolvarea acestei probleme se foloseste un program de rezolvare
mecanicid (mechanical problem-solver) g1 se numara mutarile necesare, se constata ca
solutia corespunde euristicii A,.

Sé presupunem acum ca se elimind doar conditia LIBER(z) pe cand AD(y, z) se
pastreaza. Modelul rezultat permite mutarea oricarei plicufe intr-o locatie adiacenta,
independent de faptul cid aceastd locatie este ocupata. Rezulta euristica /4 (#): suma
distantelor Manhattan.
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O altd schimbare urmeazd in mod natural §i consti in refinerea conditiei
LIBER(z) si eliminarea lui AD(y, z). Modelul obtinut permite mutarea oricarei placute
pe locatia libera, chiar dacd locatiile participante nu sunt vecine. Problema obtinerii
configuratiei solufie este echivalenta cu cea a sortarii prin interschimbare a unei liste de
elemente, adica schimbarea simultana a locatiilor a doua elemente, fiecare pas trebuind
sd schimbe un element marcat b/ank cu un alt element. Solufia optimaléd a problemei
sortdrii prin interschimbare se poate obtine utilizind urmatorul algoritm de tip Greedy:

Algortimul 1.12. (Jocul 8)

1. [Mutare] Dacid locatia curenta vida y trebuie ocupatd de plicuta x, mut» e x in y.
Altfel, adica daca y trebuie sa fie vida in starea solufie, mutd in y orice pliacuti
necorect plasata.

2. [Ciclare] Daca mai sunt pliacute necorect plasate repetd 1, altfel STOP. m

Euristica h; obfinutd in modul descris mai sus este apropiatd, ca eficienta,
de euristica A,. Acest rezultat ilustreazi faptul cd metoda eliminarii sistematice a
preconditiilor este capabila sa genereze euristici netriviale.

in general, problemele rezultate prin eliminarea precondifiilor nu permit
obtinerea, intotdeauna, a unor solufii mai simple si uneori pot deveni mai dificile
decit problema data. Prin urmare, cautarea unui model in spatiul eliminarilor trebuie
abordata cu precaufie.

1.2.3.2.2. Observatii si concluzii

Am prezentat o schemd naturald pentru a elabora euristici pentru probleme
combinatoriale. Mai intdi, domeniul problemei este formulat in termeni de ‘rei liste de
operatori ce descriu transformarea starilor din domeniu si conditiile ce definesc starile
solutie. Apoi, precondifiile ce limiteazd aplicabilitatea operatorilor sunt partial
eliminate, generdnd un meta-spafiu de cautare a modelului relaxat obfinut in modul
descris. Cautarea incepe ori pe modelul initial, in care operanzii preconditiilor sunt
eliminati cate unul, ori plecand de la un model trivial ce nu confine preconditii §i
caruia i se adaugd succesiv restrictii. Modelul generat de un numair mai mic de
restrictii are proprietatea de decompozabilitate, in sensul ca operatorii ce descriu
evolufia modelului devin mai independenti intre ei, fapt ce permite rezolvarea
problemei studiate prin strategii de tip Greedy, fara backtracking.

Cu toate ca efortul investit in cdutarea unui model relaxat pare a fi dificil, el
este de obicei rasplitit de eficienfa algoritmului elaborat.
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1.2.4. Euristici bazate pe probabilitate

Metodele probabiliste specifici o mulfime de configurafii ale unui mediu
impreund cu gradul lor de probabilitate. In problema comisvoiajorului, de exemplu,
tabelul distantelor dintre localitafi specifica o configuraie a mediului pe care trebuie
sa il parcurga comisvoiajorul. Dacd, in loc sd se specifice distantele, sunt furnizate
marginile inferioare §i superioare intre care se afld fiecare distanta, atunci acest tabel
de date defineste o mulfime de probleme posibile. In sfarsit, daci se specifica
distributiile distantelor dintre localitati, devine posibild determinarea faptului daci o
configuratie este mai credibild decit alta si cu cdt mai mult credibili. Cu alte cuvinte,
distributia cuantificid probabilitatea cu care se realizeazi configuratiile.

Este de remarcat faptul cd oamenii i§i insugesc §i invocd consideratii
probabiliste drept parte a codificarii mintale a experientelor lor. Astfil, in mod
normal, un eveniment este apreciat ca fiind probabil daci posedd particularitati
considerate protfotipice unei populatii largi.

Deoarece testul fundamental pentru succesul metodelor euristice constd in
faptul cad ele functioneaza bine de cele mai multe ori si din cauza cid teoria
probabilititilor este principalul formalism de cuantificare a notiunii de cele mai multe
ori, rezultd cd modelele probabiliste pot furniza un fundament formal pentru
evaluarea cantitativd a metodelor eurnistice. Mai mult, este de asemenea natural ca
modelele probabiliste, atunci cdnd sunt disponibile, sd fie consultate in procesul
claboririi metodelor euristice, ori in selectarea parametrilor care definesc aceste
metode, astfel incit sd se poatd garanta ci numai unei fracfiuni mici din vanantele
problemei studiate nu i se poate asigura o tratare adecvata.

1.2.4.1. Euristici bazate pe cel mai plauzibil rezultat

Metodele euristice sunt adesea baza.e pe estimari ale valorilor necunoscute ale
unor variable. De exemplu, algoritmul 4" este ghidat de functia h care estimeazi
valoarea necunoscuti a lui 4", costul minimal de completare a unui drum solutie.
Daca domeniul problemei este caracterizat de un model probabilistic, uneori este
posibil sa se calculeze cea mai probabild valoare a unei variabile necunoscute si sa se
utilizeze aceasta valoare in construirea functiei euristice.

Fie, de exemplu, problema gasirii celui mai ieftin drum intr-un graf in care
toate costurile arcelor sunt extrase independent dintr-o funcfie comuna de distributie
cu valoarea medie u. Dacd N este numarul de arce rdmase intre nodul »# si nodul
solutie, atunci pentru un N mare legea numerelor mari afirma cd pentru costul unui
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)

drum solutie se poate lua o valoare in vecinitatea lui 4V. Prin urmare, daci este sigur
ca existd doar un singur drum intre n §i nodul solutie, atunci valoarea uN poate fi
acceptata drept o estimare a lui 4° §i in 4" se poate utiliza funcfia f= g + uN.

Prin natura lor, estimirile bazate pe probabilitate nu sunt garantate ca fiind
admisibile. Uneori aceste estimiri pot depisi cu mult costul A” si pot cauza incheierea
prematuri a lui 4" cu o solutie suboptimali. Pe de altd parte, daci nu se cauti
intotdeauna o solutie optimald exactd §i se acceptd gisirea cat mai frecvent a unei
solutii bune, euristicile bazate pe probabilitate sunt perfect acceptabile.

1.2.4.2. Euristici bazate pe esantionare

Esantionarea este poate cea mai veche §i cea mai des practicati metoda
euristici. Ea consti in deducerea unei proprietdfi a unei mulfimi mari de elemente din
proprietatile unei submulfimi de elemente, alese la intdmplare.

Fie, de exemplu, o bazd de date imensa contindnd N cifre binare pentru care
trebuie calculatd proportia cifrelor 1. Cvident cd raspunsul exact nu poate fi
identificat decdt daca se inspecteaza toate cele N cifre, adica parcurgand N pagi. Daca
insd se admite o eroare micd, este suficient un numir de pasi functie de eroarea
acceptata. Este suficient sa se aleaga la intamplare n cifre si sa se calculeze proportia
de cifre egale cu 1. Pentru valori man ale lui N, celebra teoremé a lui Bernoulli
garanteaza ca dacid proporfia exactd este 7 §i proportia egantiondrii este y, atunci
abaterea dintre ele este marginita de urmaitoarea relatie:

-nes2

Plrm-z2¢g<2e
Rezultid ca numirul de observafii necesar pentru a garanta o probabilitate 7 suficient
de mare astfel incit eroarea |7 - 7 sa fie mai micd decit ¢ este data de:
n=2/&log(2/(1- ).
Acest numar depinde numai de & §i 77, nu §i de N, astfel incat rezultd o 1cducere a

efortului de calcul de la o valoare liniara, egald cu N in cazul parcurgerii integrale a
multimii date de cifre, la o valoare constania.

Mai mult, dacid N creste indefinit, se poate alege drept mirime a esantionarii
orice functie divergentd de N, n = g(N), ceea ce garanteaza ca abaterea dintre y §iz
tinde catre zero cu o probabilitate apropiata de 1, adica:

P(m- <€ — 1, pentru Ve> 0,
in felul acesta, complexitatea se reduce de la N la g(NV), unde functia g(N) poate

creste foarte incet, de exemplu ca log N, log log N sau chiar mai incet.
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1.2.5. Modele abstracte pentru analiza cantitativi a perfc--nantei

1.2.5.1. Analiza matematica a performantei

Utilizarea unor modele abstracte 1n analiza performantei algoritmilor constituie
o abordare naturald a acestei probleme in cadrul cdreia se folosesc structun
simplificate, modele probabilistic abordabile, jocuri sintetice si alte tipuri de modele.
Aplicabilitatea acestor investigatii este limitatd, evident, la acele probleme care au o
structura similarid cu modelele matematice elaborate, dar, ca si in cazul cercetirilor de
laborator, ele sunt utile in identificarea factorilor care au o influentd decisivid asupra
analizei problemei studiate.

Modelele probabilistice sunt eficient aplicabile in studiul problemelor practice
in care se urmareste optimizarea unei masuri a performanfei constind intr-o
combinafie a calitdfii solufiei si efortul de cdutare, mediat pe toate problemele
frecvent intélnite. Teoria probabilitifilor constituie un limbaj foarte potrivit pentrv
formalizarea descrierii acelor aspecte ale performantei ce urmeaza a fi ameliorate.
In acest scop, se pleacd de la un model abstract simplificat, confinind un numar
minim de parametri necesari pentru reprezentarea particularitatilor mai deosebite ale
domeniului problemei, dupid care se analizeazd performanta diferifilor algoritmi de
ciutare pe acest model ca functie de parametrii modelului. Dacia drept rezultat al acestei
analize, apare evident ca valoarea unui anumit parametru are o influenta mare asupra
performantelor metodei, acest parametru devine focarul atenfiei in eforturile empirice
de caracterizare a domeniului problemei. Alternativ, dacd o metoda data de cautare se
dovedeste a avea o performani{a inaltd pentru un numdr mare de parametri, aceasta
metodi devine un prim candidat in vederea testérii pe diferite variante ale problemei.

1.2.5.2. Exemplul 1: Gisirea unui cel mai scurt drum intr-o latice
regulata

Punerea problemei. Fie graful latice infinit din figura 1.18., in c. ¢ fiecare
nod este identificat cu perechea de coordonate intregi (x, y) si fiecare arc are lungimea
unitate. Trebuie gasit un cel mai scurt drum intre nodul start s = (0, 0) si nodul solutie
y=(m, n) folosind distan{a acriana:

h(x, ) = = m)? +(y = m)’,

drept euristica ghid. Se cere estimarea, pentru valori mari m §i n, a numérului Z de
noduri expandate de 4°, folosind urmitoarele funciii de evaluare:
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a)f=g,
b)f=g+h,
c)f=hn

Aplicatii posibile: organizarea memoriilor bidimensionale.

i 0 i ir=(m)
B e AR AR ELEES SEEE
720 D R P
1 T
T 10 [ T2 13 14 m %
q
)
Fig. 1.18.

Solutia. Funcfia / este o euristicd admisibila si consistentd, deoarece este o
geodezicd in modelul relaxat in care orice deplasare este permisa in orice direcfie. Prin
urmare in toate nodurile expandate g=g . In plus, expresiile exacte pentru g’ si k" sunt:

gy =K+,
h(x, )= Im - x|+ |n - y.
Prin urmare, presupunénd ci m > 0, n 2 0, rezulta:
f()=/(0,0)=m+n.

Cazul a): f=g.

Pentru f = g, algoritmul 4" devine un algoritm de ciutare in litime, in care
fiecare nod ce satisface inegalitatea:

g®y)</f(s),
sau: -

x| + [y| <m + n,
va fi expandat. Mulfimea acestor noduri este circumscrisi de conturul pitrat din
figura 1.19., a cirei arie are expresia:

I,=2(m + n)
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Deoarece densitatea nodurilor este unitara si frontiera poate contine cel mult
O(m + n) noduri, numarul de noduri Z, expandate fara informatia euristica este:

Z,=2(m + n)’ + O(m + n). _am
n+m y
n (mn)="y
- mn f:h
-(B+m) n+2m m n+m

Cazul b): f=g+ h.
Mulfimea nodurilor expandate este inclusa in frontiera satisficind ecuatia:
g(x,y) + h(x,y)=m+n,
sau:
bl + ] + (x—m)2+(y—n)2=m+n. (1.8)

Forma fronticrei este reprezentata de conturul interior din figura 1.19. Aria delimitata
de acest contur poate fi determinata ca suma a urmatoarelor patru componente:
1. x20,y>0. Ecuatia (1.8) devine:
2(m-x)(n-y)=0,
care circumscrie dreptunghiul 0 < x < m, 0 < y < n de arie:
Lhi=men,
2. x20,y<0.Ecuatia (1.8) devine:
dny+2(m-x)(n+y)=0,
sau:
y=2n*/(m+2n-x)-n,
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care include aria:
IL=- IO’"[an/(m+271-)\:)-n]dx=mn-2n2 In(1 + m/(2n)).

3. x <0, y=20. Acest caz este simetric cu cel precedent, valorile lui m §i n

schimbandu-se intre ele. Rezulti ca:

L=mn-2m"In(l + n/(2m)).
4. x<0,y<0.Inacest caz |x| = - x, [y| = - y i ecuatia (1.8) devine:
dmx+4ny+2(m+x)(n+y)=0,
sau:
y=2(m+n)’/(m+2n+x)-(n+2m).

Rezulta ca:

Ii=-1 [2(m+n)/(m+2n+Xx)- (n+2m)] dx =
m2m

=mn-2(m+n):In(1 + m n/ 2(m+n)?)).
Insumand cele patru arii se obtine:
Zy = 4mn - 2n” In(1+m/(2n)) - 2m* In(1+n/(2m)) - 2(m+n)’ In(14+mn/(2(m+n)*)). (1.9)

Pentru cazul special m = n din (1.9) rezulta ca:
Z,~1.436 m’,

ceea ce reprezintd 18% din numairul de noduri expandate prin cautarea in la; ae (vezi

(1.7)). Pentru n = 0, nodurile sunt situate pe axa x $i numarul lor este méirginit de m.

Figura 1.20. ilustreza performanta relativa .7, / Z, ca functie de raportul n / m. Aceasti

curbd aratd cd euristica distan{d aeriand asigurd o eficien{d mare pentru m << n,

respectiv n << m, tindnd seama de simetria functiilor Z, si Z, in m $i n. Acest rezultat

era de asteptat deoarece cea mai mici eroare relativi dintre distanfa optimali 4" si
distanta aeriana 4 este atinsi cdnd punctul solufie este aproape de axe.

zb/za“

021

0154

0. 11
0051

] 05 jj nm
Fig. 1.20.
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Cazulc): f=h.

Structura particulard a grafului problemei date aratd ca in acest caz se poate
obtine un drum optimal, expandind numai m + n noduri situate pe acest drum
optimal. Motivul acestei eficiente consta in faptul ca orice nod are un fiu pe drumul
optimal citre nodul solutie pentru care valoarea lui s este strict mai micd decat
valoarea corespunzitoare nodului tatd. Deoarece nodul tatd avea o valoare A minimi
in DESCHIS, rezultd cd si fiul va avea o valoare minima a lui A4 §i va fi imediat
sclectat, fara ca algoritmul sé intre in backtracking.

O motivare de naturd geometricd a afirmatiei precedente se poate deduce
urmirind modul de generare al unui drum optimal pe graful din figura 1.18., in care
m > 0, n> 0. Fie dreptunghiul definit de punctele O, y, (0, n) si (m, 0). Orice incercare
de a trasa un drum optimal printr-un punct exterior acestui dreptunghi esueazi,
deoarcce distanfa & a acestui punct la y este sigur mai mare decat distanta la y a
nodului sau tata, situat pe conturul dreptunghiului. De asemenea, orice drum al cirui
ultim arc arc un sens invers axei x, respectiv y, nu poate fi optimal.- Rezultd cd un
drum optimal nu poate cuprinde decat arce orientate in sensurile pozitive ale axelor gi
nu trece prin nodurt din afara dreptunghiului, deci are lungimea m +n.

Sumar. Acest exemplu demonstreazi mai multe particularititi ale algoritmului

A" dintre care semnalim urmitoarele.

1. Cca mai mare parte a nodurilor expandate se afli pe drumuri optimale. in
exemplul precedent, toate m e n noduri situate in dreptunghiul 0 <x<m. "<y<n
sunt situate pe drumuri optimale si sunt expandate de A" chiar daca functia
cmpirica ajunge aproape perfectd. Daca graful confine mai multe drumuri aproape
optimale, 4" le exploreazi complet inainte de terminare. Metode de evitare a
acestui dezavantaj al algoritmului 4" au fost prezentate in paragraful 1.2.2.3.

2. Luénd /= h se poate asigura ocazional o cdutate mai eficienta decat cu /=g + h.
in general insa, in acest caz rezulti soluii suboptimale si, mai semnificativ, pot
exista forme ale lui & care cresc efortul de cadutare sau impiedicd incheierea
algoritmului 4°. De exemplu, daci in exemplul precedent se utilizeazi euristica:

h= \/(m~x)2+(n—y)2, pentru y#y,

0, pentru y=ye,yo<n,

. . -~ . . . - . -
atunci A nu se incheie niciodata cu /= A, deoarece are loc expandarea continua
a nodurilor de pe drumul y = y.
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1.2.5.3. Exemplul 2: Gisirea unui cel mai scurt drum intr-o retea de
orage distribuite 1a intamplare

Punerea problemei. Fie o hartd de drumuri caracterizata printr-o refea densi
de orage, distribuite la intamplare cu o densitate p pe unitatea de suprafata. Se cere sia
se estimeze complexitatea identificdrii unui cel mai scurt traseu intre oragul start s,
situat in originea (0, 0) si orasul destinafie y situat in punctul (0, ¢), utilizand
algoritmul 4" si aplicind euristica distantei aeriene. B

Aplicatii posibile: turism, aviatie, marina.

Solutia. Fie k(n,, n,) distanta minima dintre orasele n, si n, si d(n,, n;) distanta
aeriani dintre ele. In particular:

d(s, )= h(s) =c,

ks, ) =h(s)=a.
Raportul ¢ / a masoara acuratetea estimdrii distanfei start-destinatie §i poate fi, in
general, o functie de p si ¢. Mirimea problemei depinde de asemenea de p si de c.
Ciutarea in lafime expandeazi, estimativ, toate cele M = pc® noduri situate in cercul
de razi c cu centrul in s si de aceea acest numdr este ales drept standard in evaluarea
euristicii distan{a aerianid. Mai precis, eficienta selectdrii 77, a Iui h(e) este definitd
drept raport intre numarul de noduri expandat cu si fard utilizarea lui A(e), adica:
m=M/Zy=prc’l Z, (1.10)
unde Z, este numarul de noduri expandate de A" utilizind pe h. Problema de rezolvat
consta in calculul lui 7, ca functie de marimea M si acuratejea parametrului ¢ / a.
Condifia necesara pentru ca 4" si expandeze un nod n implici faptul ca (vezi
teorema 1.27.) numai nodurile satisficand conditia:

gm+hmy<f(s)=a (L.11)
sunt candidati pentru expandare. Deoarece h(n) este egali cu distanta d(n, ») si g (n)

este margine superioara pentru d(s, n), orice nod ce satisface (l.11) trebuie si
satisfacd de asemenea condifia:

d(s,n)+d(n,y) <a. (1.12)
Inegalitatea (1.12) defineste o elipsa cu focarele s si y §i axele a si va’-¢?. Aria

acestei elipse este egald cu 7a Va*-c? / 4 si, deoarece fiecare nod din afara elipsei
este exclus de la expandare, se poate deduce marginea superioara a numdrului de
noduri expandate:

Zysprma at-c* /4. (1.13)
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Alunci cand acuratefea c a distanfei aeriene creste, eroarea a - ¢ scade, excentricitatea
clipsci creste si o fractiune mare de noduri nu este expandatd. Raportul dintre
arnie clipsei §i cercului (vezi figura 1.21.) defineste eficienfa cautdrii functiei A.
In figura 1.21., cercul R delimiteazi regiunea in care nodurile sunt pini la urmi
cxpandate de cautarea in lajime. Orice nod din afara elipsei E este sigur neexpandat
de 47 Conturul G, contine acele noduri care sunt sigur expandate de A

Definind:
a=(a/c)-1,
din ccuatiile (1.10) si (1.13) rezulta:
m24/[(1+a) a2+ a)"] (1.14)
si. presupunand ¢ a << 1, rezultd ca o fractiune de cel mult (a / 8)'? de noduri
expandate de cautarea in lifime este de asemenea expandata de 4.

R
e "4

‘ {(1+a)c/

-
-’
rd

-

Fig. 1.21.

Deoarece harta drumurilor a fost presupusd omogend, este de  :menea
rezonabil sd se presupuna cd raportul a / ¢ ramane constant pentru distante mari. Prin
urmare, marginea inferioard (1.14) rimane un factor constant indiferent de cét de
departc este yde s.

Pentru a ardta cd 7 este de asemenea superior marginitd, este necesard
acceptarea unor presupuneri privind regularitatea interconectirilor in harta
drumurilor. Mai intai se presupune ci, in afara unei mulfimi de noduri de maisurid
nuli, estimarea relativa a erorii X este marginitd deasupra lui zero, adica:

X(n)=k(s,n)/ d(s,n)-124>0.
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Cu aceastd presupunere se poate utiliza condifia suficientd de expandare (vezi
teorema 1.35.):

g +hn)<a (1.15)
si conchide ca toate nodurile ce satisfac conditia:
1+ Ppdis,m)+dn, p<(1+a)d(s,y) (1.16)

vor fi expandate. Aici s-a facut caz si de consistenta lui A, care face ca ecuatia (1.15)
sa fie aplicabila tuturor nodurilor, nu neaparat celor din DESCHIS. Inegalitatea (1.16)
defineste conturul C; din figura 1.21., ce confine toate nodurile care sunt sigur
expandate.

Mai general, probabilitatea P ca un nod situat in afara lui C, si fie expandat de
A’ este egali cu probabilitatea ca X(n) si satisfacd inegalitatea:
(1 +X(m)) d(s, n) + d(n, y) <(1 + @) d(s, 7).
Rezultd ci, dacd X(n) este caracterizatd de o singurd funcfie de distribufie Fy (x),

conturul isoprobabilitate ce conecteazad toate punctele de probabilitate P es - definit
de ecuatia:

(1 + F'(P) d(s, n) + d(n, p) = (1 + @) d(s, p).

Fig. 1.22.

Unele dintre aceste contururi sunt aratate pe figura 1.22. De notat faptul ca ramurile
de cdutare sunt mai concentrate in vecinitatea nodului solutie, indicar ' ci 4
contribuie cu mai mult efort in jurul nodului start, unde acuratetea lui h(e) relativ la
marimea lui g este mai redusa.

Nodurile din interiorul conturului C; (figura 1.21.) sunt sigur expandate si,
deoarece aria mirginita de C, este proportionald cu a’, rezulti ca eficienta selectirii
n, obtinutd prin utilizarea euristicii distantd aeriand este cel mult o constantd
multiplicativd. Cu alte cuvinte, daca N este numarul de noduri dealungul unui drum

1/2

optimal (N = p'?a) atunci, pentru un p dat, complexitatea lui 4" rimane de ordinul
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O(MN). Se poate de asemenea argumenta ci, in cazul in care densitatea p creste, nu
existi o garanfie a cresterii acuratetii lui /# cdt timp nu se formuleazd ipoteze
aditionale privind statisticile ce coreleaza distanfele cu conexiunile drumurile:

1.2.5.4. Exemplul 3: Cautarea unui drum optim intr-un arbore cu
costuri aleatoare

Punerea problemei. Se cere si se gaseasca un cel mai ieftin drum din ridicina
unui arbore cétre oricare dintre frunzele sale. Arborele este binar gi de indlfime N.
Fiecare ramura poate avea costul 1 sau O cu probabilitatea p sau 1-p. B

Aplicatii posibile: sisteme distribuite, energetica, telefonie.

Sunt folosite doud metode de cautare. Prima este de tip cost uniform (vezi
paragraful 1.2.2.3.) si nu foloseste euristici privind partea neexploratﬁ a arborelui de
cdutare. A doua constituie o ciutare in etape si constd in folosirea periodicd a
informatiei in vederea eliminarii acelor noduri rele, care nu au o performanta in acord
cu agteptirile.

Enunful problemei defineste o cautare ce urmeazi a fi executatd pe ¢ 1ulfime
de variante. In fiecare varianti a problemei, trebuie gisit un cel mai ieftin drum citre
un nod terminal intr-un arbore 7, din spatiul de variante T(N, p), continand arbori
binari uniformi de inil{ime N cu arce de cost 0 sau 1. Probabilitatea ca un arbore T,
avand o anumitd asignare a costurilor, sd facd parte din T(N, p) este egala cu
pN'(l— p)N" unde N, si N, sunt respectiv numerele de arce din 7 de cost 1 si O si
Ny +Ny=2""-2.

Un nod J din arbore are costul ¢ daca ¢ este suma costurilor arcelor de pe
drumul din rddacind la nodul J. Un interes special in cadrul problemei studiate il au
costurile frunzelor (nodunilor terminale) si in special costul celei mai ieftine frunze,
care urmeaza sd fie identificati. Fie variabila aleatoare C(N, p) descnind numdrul
minim de | de pe un drum ridacina - frunzi intr-un arbore T din mulfimea T(N, p).
Dupa cum se va vedea mai departe, distributia C(V, p) variazd in mod semnificativ cu
p §i are caracteristici diferite in urmatoarele trei regiuni: p < 172, p=1/2 §i p > 1/2.
Mai mult, natura acestei distribufii decide care algoritm este mai potriv . pentru
cautare. Din acest motiv aceste trei regiuni sunt analizate separat.

Un nod J’ este un fiu (a, L) al nodulw J daca au loc urmatoarele conditii:
1. J'este situat cu L nivele mai jos decat J.

2. Costul drumului de la J la J’ nu depiseste pe a L.
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O familie de ¢ fii succesivi (a, L) reprezintd un drum in T ce consti din ¢
segmente consecutive, fiecare de cost cel mult a L. Un asemenea drum se numeste
drum regulat (a, L) si familii de asemenea drumuri se numesc familii regulate (a, L).
Pentru simplificarea notatiei, un drum incheiat la un nod frunza se numeste tot regulat
(a, L), chiar daca ultimul sau segment contine mai putin de L noduri §i cosh. -au este
cel mult @ L. Evident ca orice drum ridicina - frunza care este un drum regulat (a, L)
nu poate avea un cost mai mare decat a (N + L).

in continuare este prezentati analiza a doi algoritmi de ciutare A4, si 4,. 4, este
un algoritm de cost uniform si este analizat pentru cazurile: p<1/2 si p=1/2. 4, este un
algoritm hibrid de cautare locala si globala in adancime §i este analizat pentru p > 1/2.

Ambii algoritmi incep de la un subarbore confinind radacina lui T §i, ca pas
general, expandeazid un nod de pe frontiera subarborelui. Expandarea unui nod J
consti in crearea a doi urmasi gi a arcelor de la J la acesti urmasi.

Algoritmul A,. La fiecare pas, se expandeazd cel mai din stinga nod dintre
nodurile frontierd de cost minim. Algoritmul se incheie cidnd se incearcad expandarea
unei frunze a lui 7. Aceasti frunza reprezinta o solutie optimala.

Algoritmul A4,. Se efectueaza o cautare in adancime in vederea gasini unui
drum regulat (@, L) de la un nod de nivel 4 la o frunzi, unde 4, a si L sunt trei
parametri exteriori alesi. Cu alte cuvinte, A, cste o strategie de cautare in . .Ancime
care se opreste la intervale de L nivele in vederea aprecierii progresani cautirii. Daca
cresterea costului dupd ultima apreciere este de cel mult o L, ciutarea continui; in
cazul cand cresterea costului este mai mare deciat a L, nodul curent este eliminat,
programul efectueaza un backtracking la un nivel mai inalt si ciutarea este reluati.
Daci este identificat un drum regulat (a, L), 4, furnizeaza acest drum drept solutie,
costul ei fiind cel mult d + @ (N - d + L). Daca are loc o esuare, cautarea este reluati
de la alt nod de nivel d. Daci toate 2 noduri de la nivelul d esueazi si devini
radicind a unui drum regulat (a, L) citre o frunzi, 4, se incheie cu un esec.
Probabilitatea unui esec poate fi totusi facutd foarte micd pe calea alegerii
convenabile a parametrilor d, asi L.

Schema cautdrii este aratatad in figura 1.23. si consta din doud componente:

1. Cautarea locala in adancime, cu marginea adancimii L, a unor fii (a, L).

2. Cautarea globali in addncime a membrilor familiei (a, L), cdutand ur 'rum ce
atinge nivelul V.
Analiza probabilistd a algoritmului 4, aratd (vezi mai jos teorema 1.39.) ci,
pentru p > 1/2 si valori N mari, costul optimal C(n, p) este foarte apropiat de & N,
unde a este o constanta data de p. In cazul cand se cauti o solutie aproape optimala,
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Fig. 1.23.

ciutarea poate fi incheiata de indati ce s-a gisit o frunzi cu cost sub @ N (@ > a),
unde a este ales suficient de aproape de a'. Din fericire, existd mai multe frunze cu
costuri intre @ N si a N, asa incit ciutarea poate fi limitati la o submulfime de
asemenea frunze, ugor de identificat. O alegere convenabild o constituie mulfimea
frunzelor accesibile pe drumuri regulate (a, L), dealungul carora costul creste cu nu
mai mult decat a L, pe fiecare segment succesiv de lungime L. Asemenea drumuri
constituie obiective convenabile deoarece violdrile condifiei de cregtere gradata a
costului, spre deosebire de violarile conditiilor impuse costului total al drun: ui, sunt
detectabile printr-o analiza locala. Intr-adevir, dupa cum se va vedea mai departe
(vezi teorema 1.42.) algoritmul A, are o complexitate temporara liniard in medie §i,
daca parametrii 4 §i L sunt convenabil alesi, atunci 4, identifica o solutie aproape
optimala cu o probabilitate apropiati de unu.

1.2.5.4.1. Rezultate

Proprietétile esentiale ale algoritmilor 4, §i 4, sunt sintetizate in continuare.

Teorema 1.37. [PEA84] Daca p < 1/2, atunci:

+I_
PICN, p) > K1 < (2p)° 2, pentruk=-1,0, 1, .. m
Prin urmare costul optimal este aproape sigur marginit atunci cind N — .

Teorema 1.38. Dacd p = 1/2, atunci pentru orice funcfic H monotonid si
mdrginita are loc:
P[l C(N, 1/2) - logz loga M > H(N)] - 0. m
Aceasta implica faptul urmator: costul optimal tinde catre log; log, N.
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-

Teorema 1.39. Fie p > 1/2 si G(a, p) = (5)"(]1_:5 . Fie @’ mirimea

definita de ecuatia G(a', p) = 1/2.

Pentru a< a:

PIC(N,p)< aN)=0(c; Y cuc,> 1.
Pentru o> a':
P[C(N,p)2 aN]=0(d")cud,>1.m

Aceasti teorema stabilegte proprietitile: costul optimal creste proportional cu N
si factorul de proportionalitate este apropiat de @ cu o probabilitate ridicata.

Fie vanabilele aleatoare (N, p) si (N, p) descriind numirul de noduri
expandate respectiv de algoritmii 4, §i 4; pe un arbore T din multimea 7(N, p).

Teorema 1.40. Daca p < 1/2, atunci E[t,(N, p)] = O(N), adica A4, gaseste o
frunzi de cost optimal intr-un timp mediu liniar. B

Teorema 1.41. Daci p = 1/2, atunci E[t,(N, 1/2)] = O(N), adici 4, giseste o
frunzi de cost optimal intr-un timp mediu pitratic. B

Teorema 1.42. Daci p > 1/2, atunci orice algoritm ce garanteazi gisirea unui
drum mai ieftin decat (1 + £) C(N, p) opereazi in timp exponential. Totugi, pentru
orice £> 0, parametrii d si L pot fi alesi astfel incat algoritmul 4, giseste o solufie de
cost cel mult (1 + £ C(N, p) cu o probabilitate apropiatd de 1 §i opereaza in timp
mediu liniar, adica E[,(V, p)] = O(N). R

Observatie. Algoritmul 4, este o varianti a cautini in litime, cu deosebirea ci
in locul parcurgerii nodurilor de aceeasi adancime, cautarea se efectueazi pe nivele de
noduri de cost egal a drumurilor ce le conecteaza cu ridicina.

1.2.6. Complexitatea si precizia euristicilor admisibile
1.2.6.1. Euristicile interpretate drept surse de informatie perturbate

1.2.6.1.1. Modelele simplificate - surse de semnale perturbate

Metodele euristice se bazeazi, de obicei, pe modele simplificate ale problemelor
studiate. Este deci natural sd se accepte ca utilizarea unei euristici depinde de
proximitatea dintre model si problema reali studiati. Algoritmul A" este a mode:
convenabil pentru studiul acestei relatii in termeni cantitativi, deoarece atat scopul
siu, minimizarea costului, cét §i euristica va pot fi exprimate cantitativ. fn acest scop,
euristicile sunt interpretate drept surse de informatii perturbate care genereazi in fiecare
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nod al grafului de cautare informatia A(n), in locul informatiei corecte A’(n). Din acest
motiv, diferenta & - h’ este interpretati drept eroare asociati cu functia euristica .

1.2.6.1.2. Un model probabilistic pentru analiza performantei unei
euristici

In paragraful 1.2.5.3. a fost prezentatd analiza performantei medii a euristicii
distantd acriand, presupunind ca nodurile sunt distribuite aleator gi uniform in spafiul
cuclidian definit de functia euristica h. Cu alte cuvinte, se considera ca 4 §i ; definesc
o muliime de coordonate §i se presupune ci topologia grafului locaiititilor variaza
aleator, in conformitate cu regularitatea dir refelele tipice de localitafi.

In multe cazuri, nu este accesibild formularea unei interpretiri fizice atit de
clare a euristicii A. Drept consecintd, poate fi mult mai convenabil sd se construiasca
un model probabilistic dintr-un sens opus §i anume: acceptarea topologiei grafului de
cautare drept o entitate datd §i tratarea functiilor h(n) drept variabile aleatoare
distribuite intdmplator in nodurile grafului, dar corelate intr-un anumit grad cu
distantele actuale h'(n).

Fig. 1.24.

In acest scop, spatiul ciutirilor este modelat printr-un arbore T nedirectionat,
cu gradul nodurilor egal cu b, avind un unic nod start 5 §i un unic nod solut- y, situat
la distanta N de s. Arborele poate fi finit, de adancime N, sau infinit, fiecare arc avand
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un cost simetric unitar. Un arbore de cdutare tipic este ardtat in figura 1.24., unde, fara
a restrange generalitatea, drumul solutie (s, ny_y, ..., 1}, ..., 1y , 7) este reprezentat in
dreapta. Arbonii T, ..., T}, ..., Ty sunt subarbori ai lui 7, cu rddacini pe drumul solutie.

Fiecare subarbore T; este identificat prin ridicina sa nj de pe drumul solutie, unde nj
este singurul nod din T; ce are b - | urmast.

Identificarea nodului y se efectueazd folosind urmaitoarea varianti a
algoritmului A pentru ciutarea pe arbori.

Algoritmul 1.13. (A" pentru arbori)
1. [Initializdri] Se marcheazi s ca apartinand lui DESCHIS si se calculeazi f(s).

2. [Alegere nod] Se cauta un nod n in DESCHIS cu valoare minimali a lui f; in cazul
mai multor valori egale ale lui f, alegerea nodului cautat este arbitrara.

[Terminare] Daca n este nodul solutie y, atunci STOP.

4. [Modificiri si ciclare] Se marcheazi n ca apartinand lui INCHIS si se calculeazi
S(n}) pentru fiecare fiu n; al lui n. Se marcheaza fiecare asemenea nod ;] care nu
se afli in /NCHIS sau pentru care J(n}) este mai buna ca apartinand lui DESCHIS.
Se trece la pasul 2. B

Algoritmul 4" cauta nodul solutie fari a sti locatia sa si nici distanta N, dar este
ghidat de functia euristica h(n) care estimeaza distanta oricdrui nod la nodul solutie.
Deoarece toate arcele se presupun de cost unitar, functia feste definita de:

fin) = g(n) + h(n),
unde g(n) este adancimea lui n §i h(n) este estimarea euristici a lui A".»), adica
numadrul de arce ce separd pe n de y. Se mai presupune cd functia A(n) este admisibila,
adica h(n) < h'(n), pentru orice n, fapt ce garanteaza ca nodurile de adidncime mai
mare decat N nu vor fi expandate.

Modelul probabilistic descris presupune ca fiecare h(n) poate fi tratati ca o

variabil aleatoare cu valori in [0, 4 '(n)] si caracterizati prin functia de distributie:
Fio(x) = Plh(n) < x).

Fiind datd o caracterizare a functiilor de distributie Fj(x), problema de
rezolvat consta in cercetarea modului in care aceste functii influenfeaza relatia dintre
E(Z), numirul mediu de noduri expandate de 4, si lungimea N a drumului solutie,
tratatd ca parametru ce defineste dificultatea problemet.

< Procesul de expandare este structurat sub forma arborelui din figura 1.25.
Numairul de succesori dintr-o generatie ¢ + 1 > 1 este egal cu suma descendentilor
tuturor pdrinilor de la nivelul 4 - 1. Prin urmare, marimea wy,, a generatiei d + 1 este
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suma a w, variabile aleatoare X;,, 1 < i < w, reprezentand numirul de fii fertili ai
generatiei d + 1, adici:
Wyt =X|‘,]+ +/Y,"d+ ..+ de'd.

Drumul solutie  nj Generatia Marimea
""""""""" 0 W,
1 w,
2 w,
3 Wy
| I ; » [ M [ ] d Wq
JAN AVAN ]
% " 7 v ) ] d+‘l Wy

Fig. 1.25.

Presupunand cd X, §i w, sunt independente, rezultd cd media variabilei wg,

este definita de produsul:
W = E(wan) = E(wy) E(Xia) = W, E(X.g).

Dacia se noteazi cu g, probabilitatea supraviefuini unui descendent oarecare al

generatiei d, atunci:
. E(Xig) = qu cu,

unde ¢, este numarul de descendenti ai generatiei 4 ce nu fac parte din drumul solutie.
Observiand ca c)=b - 1 5i c¢;= b, pentru d > 1, rezulta:

(b-1)g, pentrud=1,

EX.u) = {qu, pentrud > 2.

Tinand seama de expresiile lui w,,, si E(X;,) s de faptul ca@ E(w,) = #;, = 1 deoarece
generatia 0 are cu certitudine un singur descendent, se obtine:

m=G-Daw=0>0-)g,m=bgw,wm=bg;w,, .., w;=bqaw,,.
Urmarind sirul precedent se obtine succesiv:

w,=bqsbqgu..bq(b-1)gq=(b-1) b Qiqar G2\ = %bdqu.

Numirul mediu al nodurilor expandate de 4" trebuie calculat aplicind analiza
precedentd tuturor subarborilor din afara drumului solufie din figura 1.26. Numarul
mediu de noduri expandate la adincimea ¢ > 1 a unui subarbore T, este dat de
produsul:

(- 1) b ju Gt - Gis
unde g; reprezintd probabilitatea ca un nod n;, de adancime k in 7} sa fie expandat o
dati intrat in DESCHIS, adica:
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Pifin) <N 2qix2 P[fin)) <N-1]. (1.17)
Insumand produsele de mai sus pentru toate nivelele d si tofi subarborii respectivi si
adaugand §i cele N noduri expandate dealungul drumului solufie se obtine expresia
numirului mediu de noduri expandate:

EZ)=N+b:1 ‘gfib"ﬁqﬂ, (1.18)

j=ld=1
unde g;, este marginit conform relatiei (1.17). Tindnd seami de presupunerea ci
functia h(n) este admisibild, deci ca nodurile de adancime mai mare decat N nu sunt
expandate, rezultd cad adincimea maximd a inspectdrii subarborelui T; (vezi figura
1.24.) nu depéseste adancimea sa care este egald cu j, deci sumarea dupi d in (1.18)
poate fi efectuata in intervalul 1<d<j. Rezulta o forma alternativa a lui £(Z) si anume:

E@=N+45l 5 ibdl“lqj_k.

j=1d=l

1.2.6.2. Dominanta stohastica pentru euristici admisibile aleatoare

Problema deciderii faptului ca o euristicd este mai bunid decét alta se pune
destul de frecvent. Este evident cd, daca o euristicd asigura o estimare mai precisa a
lui 4", ea este preferatd. Aceasta este ideea teoremei 1.30. care stabileste ci, daca
pentru fiecare nod nonsolutie al grafului de céutare h,(n) < hy(n) 51 ambele euristici
sunt admisibile, atunci orice nod expandat de A; este expandat de asemenea §i de Al' ,
deci euristica h,(n) este preferabila. Totusi sunt rare cazurile ciand se dispune de o
cunoastere a priori suficientd, ceea ce garanteaza cd h,(n) < hy(n) are loc pentru orice
nod al arborelui de cidutare. Chiar atunci cind acuratefea mai bund a lui h, este
rezultatul utilizdni unor proceduri de calcul mai sofisticate decat ale lui A,
imbunitafirea este rar garantatd a avea loc in fiecare nod al spatiului problemei.
In general, atunci cind A(n) este mai exacti pentru unele noduri, ea poate ¢::/eni mai
putin exactad pentru altele. Este natural atunci sd se pund problema identificdni
conditiilor in care inegalitatea h; < h, este rezonabil probabila, dar nesatisfacuti
ocazional. Formalizarea acestei probleme este prezentata in continuare.

Definitia 1.10. Fiind date doua variabile aleatoare X; §i X, se zice cd X, este
statistic mai mare decat X, proprietate notata X, < X,, daca si numai daci:

P(X; > x) 2 P(X, > x), pentru orice x € R,
sau, echivalent:
FX. (x)= sz(x), pentru orice x € R. 1l

Definitia 1.11. Fie A; s A; doi algoritmi ce folosesc respectiv functiile A, si h,.
A; este mai mult informat stohastic decat A,‘ daca §i numai dacd h,(n)< hy(n), pentru
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. 3 . . . - . . . -~ . - - -
orice ne7. Similar, 4, se considera a fi stohastic mai eficient decat 4, daca §i numai

dacd Z,< Z,, unde Z, si Z, sunt numerele de noduri expandate de A; , respectiv, A;. ||

Examinarea relatiilor (1.17) si (1.18) arati ca, dacd pentru fiecare nod n, hx(n)
este mai mare decat h,(n), atunci A, introduce o valoare E(Z) mai micd. Aceasta se
datoreste faptului c@ fiecare g;; in cazul lui h, este mai mic sau cel mult egal cu
factorul corespunzitor din h,. Totusi, se poate demonstra o proprietate mai tare §i
anume: h,(n) < hy(n) implica nu numai preferinfa in medie ci si preferinta stohastica.

Teorema 1.43. Pentru orice distributie de erori, daca A; este stohastic mai

informat decat A; , atunci A; este stohastic mai eficient decat Al. .

Demonstratie. Fiind datdi o multime de variabile aleatoare independente,
ordinea < este conservatd de adunarea pe aceastd mulfime. Cu alte cuvinte, daci X,
Y), X, si Y, sunt mutual independente, atunci X;<X; §i ¥,<Y, implicd X;+Y,<X;+Y..
Fie Z,(n) si Z,(n) numerele de noduri expandate de AI‘ , Tespectiv, A; in subs “horele de
ridicind n. Se poate demonstra ci Z,(s)<Z(s). Echivalent, deoarece numerele de
noduni expandate in arborii 7; (vezi figura 1.24.) sunt independente, folosind
proprietatea de conservare a adundrii pentru variabile aleatoare independente, este
suficient sa se arate ca zz(n;.)z Z.(n;.) pentru un arbore arbitrar 7;. Fie n orice nod la

adincimea d a arborelui; este suficient s se arate cd Z,(n)<Z(n), pentru orice
asemenea n. Demonstrafia se efectueaza pe calea inductiei dupa d, de jos in sus.

Pentru valon suficient de mari ale lui 4 afirmatia este adevirati deoarece
Zy(n)=Z,(n)=0, pentru toate nodurile n de la nivelul d. Presupunand ca Zy(n) < Zi(n),
pentru toate nodurile n de la nivelul d, raiméne de aratat ca relatia precedenti are loc si
pentru toate nodurile n de la nivelul d - 1. Fie ny, ..., 4, ..., n, descendentii directi ai
nodului n la nivelul d-1, conform figurii 1.26. Pentru to;i intregii x > 0 are loc relatia:

daci A" nu expandeaza pe n
<
Petmy <x) = P(ZZ (n,)<x- l) daci A" expandeazi pe n,

n

nivelul d-1

nivelul d

sau:
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Fan(%) = P(Z(n) <3)= [1 - P(n exp)] + Pn exp) PI(ZZ () S x-1) | nexpl, (1.19)

unde exp este prescurtarea lui expandat.
Deoarece h,(n)< hy(n), pentru orice n i drumul de la s la n este unic, rezulti ci:
P(A; expandeazi pe n) > P(4, expandeazi pe n). (1.20)
Intr-adevir, in acest caz f,(n) < f»(n) si atunci:
A P(fi(n) < N) 2 P(f,(n) < N).
In virtutea inducfiei:
Zy(ny) < Z\(my), pentru tofi &,
si deoarece Z(n,), ..., Z(ny), ..., Z(ny) sunt conditional independente:
%Z 2(m) < %Z 1),

sau:
P[%Zz(nk)Sx-l]sP[%Z i(ng) <x-1). (1.21)
Tinand seama de (1.20) 5i (1.21) in (1.19) se poate arata ca le(n) <F () (x) sau ca:
U2
V:SZ}Dl-uﬁu. i<l-uptuywm, (1.22)

unde: u;= P(A;- expandeaza pe n), Jj=1,2,
vj=P[§Zj(nk)Sx-l] j=12.
Implicatia (1.22) se poate reduce la:

u2u,

<y, D -u)(l-v)+(v-v)u 20,

care este usor de verificat finind seama ca u; §i v, sunt probabilitdfi §i, prin urmare,
v < 1 $l u; 2 0.

Rezulta ca Fz,(n) (x) < Fzz(") (x), pentru toate nodurile §i nivelele unui subarbore

oarecare al lui 7. In concluzie, Z 1(5) < Zy(s), fapt ce demonstreazi teorema.

1.3. Sinteza algoritmilor curistici

in acest paragraf vom descrie principalele tipuri de abordare ale unor probleme
care, pentru solutionare, conduc la elaborarea unor algoritmi euristici.

1.3.1. Clasificarea metodelor euristice

Metodele euristice pot fi clasificate, in general, in doud clase: metode de
identificare a unei prime solutii, respectiv, metode iterative, de imbunatatire pas cu
pas a unei solutii cunoscute. O clasificare in mare a metodelor euristice poate fi:
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1. Metode de identificare a unei prime solutii:
1.1. cu grad de libertate descrescitor:
1.1.1. si procedee de alegere prioritar3;
1.1.2. si procedee de relaxare a alegerii;
1.2. cu grad de libertate crescitor;

2. Metode iterative:
2.1. cu alegere neconditionata;
2.2. cu alegere condifionati.

Metodele de identificare a unei prime solufii utilizeaza arborii de decizie, dar
nu asigurd faptul cid multimea solutiilor identificate confine eventual si solufia
optimala. Parcurgerea metodei de identificare este reprezentabild printr-un arbore, in
cadrul ciruia nodurile reprezentind mulfimi de solutii sunt ramificate succesiv. In
multe metode de identificare a unei prime solutii, numarul de ramificatii ale ~odurilor
arborelui scade succesiv. Aceste metode se numesc cu grad de libertate descrescator.

Cele mai simple metode de identificare cu grad de libertate descrescitor
utilizeaza reguli de prioritate pe baza carora are loc selectionarea ramurilor ce
urmeaza a fi parcurse. Asemeneca metode sunt foarte rapide, dar au desavantajul ci
adesea genereaza parcurgeri ce conduc la solutii putin eficiente.

problemei date care sa permita reducerea complexititii arborelui de identificare.

in cadrul metodelor de identificare cu grad de libertate crescator, numarul de
ramificatii creste o datd cu adancimea arborelui de decizie. Cresterea numairului de
ramificari permite, dupa parcurgerea lor, corectarea deciziilor precedente. Drept
consecinta metodele cu grad de libertate crescator asigura frecvent obfinerea de solutii
esential mai bune decat cele furnizate de metodele cu grad de libertate descrescitor.

Metoda de iteratie cu alegere necondifionata constd in continuarea s':ccesivd a
cautarii solutiilor, fara utilizarea vreunui criteriu de apreciere a eficienfei cautini.
Caracteristic pentru aceasti metoda este numairul mare de solutii identificate cu
ajutorul unei proceduri eficiente in ceea ce priveste timpul de calcul.

In cadrul metodei cu alegere condifionatd, sunt utilizate teste (sau filtre) care
evitd generarea de noi solutii care nu pot fi mai eficiente decat o solutie precedenta.

1.3.1.1. Morfologia metodelor de identificare a unei prime solutii

in procesul de identificare a unei prime solutii participi o multime de decizii ce

pot fi impartite in urmatoarele patru grupe:
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¢ Decizia privind ce submultimi de solutii urmeaza sa fie scindate primele si decizia
privind ordinea in care urmeaza si fie parcurse nodurile arborelui de de.:zie.

e Decizia privind modul in care submulfimea de solufii urmeaza a fi scindata si
identificarea ramificarii, adica numarul de noduri urmatoare §i confinutul lor.

e Decizia privind modul in care se evalueazi un nod unic din submulfimea de
solutii, adica felul in care se stabileste calitatea nodului unic.

e Decizia, luatd pe baza evaluirii, privind submulfimile de solufii care ar urma si
fie examinate ce pot fi ignorate, deci nodurile aferente eliminate; de asemenea
alegerea acelor submultimi de solutii ce pot participa la o urmatoare scindare.

1.3.1.2. Morfologia metodelor iterative

Destul de frecvent, solutiile identificate cu metoda precedentd nu satisfac
conditiile impuse, adica se abat prea mult de la solutiile cautate. Daca nu se poate ori
nu se doreste ameliorarea metodei anterioare, riméne varianta folosini metodelor
iterative. Cu ajutorul lor se incearcd imbunitatirea unei solutii anteri-are, fara
garantarea obtinerii solutiei dorite, eventual optimale.

Esenta metodelor iterative constd in cadutarea unei solufii mai bune intr-o
vecinitate (definitd) a unei solutii cunoscute. Deciziile din cadrul metodelor iterative
frecvent intalnite sunt cele relative la definifia vecinatatii solugiilor sau la organizarea
metodelor de cautare.

In lucrarea [MUL76] sunt prezentate pe larg cele doud metodologii i multiplele
proceduri folosite in cadrul metodelor euristice, fapt ce permite identificarea
multiplelor variante ale algoritmilor euristici de rezolvare a unei probleme.

1.3.2. Metode exacte pentru sinteza algoritmilor

In acest paragraf, vom prezenta metode clasice pentru generarea algoritmilor,
cu specificarea caracteristicilor algoritmilor obfinuti. Aceste metode sunt utile in
elaborarea algoritmilor euristici atat in determinarea unor metode de determinare a
solutiei unei subprobleme cit §i in determinarea unor solufii aproximative,  plecare,
pentru relaxarile problemelor pentru care se cauta solufii euristice.

1.3.2.1. Metoda Greedy

Aceastd metoda se aplici, in general, la probleme pentru care se cauti
determinarea unei submulfimi a unei mulfimi cu anumite caracteristici. Dintre
diferitele submulfimi ce indeplinesc anumite conditii, numite solufii posibile, se alege
una singura, numita solufie optimala. Metoda Greedy se aplica in cazul in care orice
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submultime a unei solutii posibile este o solutie posibili. In particular, se consideri ca
multimea vidi este o solufie posibili. Presupunand cd mulfimea elementelor pentru
care sc aplicd metoda Greedy este 4 = {a|, a3, ..., a,} §i ci rezultatul este mulfimea B,
metoda corespunde la algoritmul urmator:

Algoritmul 1.14. GREEDY A, n, B)
1. |Initializare] Se face B= .
[Terminare] Daca 4 = &, atunci furnizeza B §i STOP.
[Alegere] Se alege un element x € A4 §i se face 4 =4 - {x}.

[Adaugare] Daci sunt verificate conditiile pentru a fi soluie, se face B=B U {x}.

wos e

[Ciclare] Se merge la pasul 2. B

In aceasti metodi sunt de rezolvat doud probleme si anume problema
determinarii unor conditii pe care trebuie sa le indeplineasca mulfimea B pentru a fi
siguri ¢a, prin completarea ei, se ajunge la solutia optima si definirea unor cniterii de
alegere pentru determinarea unei sohT;i_i_ eficiente.

Excmple de aplicare a metodei Greedy: metoda simplex din programarea
limiara, problema rucsacului, interclasarea mulfimilor ordonate de ‘‘emente,
memorarea fisierelor pe benzi magnetice, programarea activitdfilor independente etc.

1.3.2.2. Metode arborescente

Aplicarea metodei arborescente se face pentru probleme de determinare a
clementelor x € S, unde S este o mulfime de elemente posibile, care minimizeaza o
{funcjic fix). Se considera o limitd superioara F, a valorilor f{x) care restringe mul{i-
mea elementelor solufie. Vom nota cu X mulfimea solutiilor, adicad X={xeS | fix)<F,},
cu f* valoarea optimala dati de expresia /* = mjn fix) si cu X multimea solutiilor

optimale, X'= {xele(x) =/"}. Daci nu existd solu;u deci X = J, atunci se consideri
/ = +w. Vom nota cu f oevaluare prin exces pentru /. Initial se poate lua f =F.

Numim arborescenta valida pentru f o structura arborescenti care are
radicina R = X, unde X este multimea solutiilor, nodurile sunt submultimi ale lui X,
succesorii directi Sy, Sy, ..., S, ai unui nod § sunt astfel incat S=S, U S, ..US,
unele noduri sunt marcate cu “eliminat” si daca se elimina un nod, atunci se elimina
toti descendentii acelui nod, daca existd o solutie optimala si dacéd f > f', atunci cel
putin o solutie optimald nu apartine nodurilor eliminate si pentru fiecare nod S se
determind o evaluare g(S) prin lipsd faid de elementele lui S care verifica relafia
£(S) < f{x) pentru orice x € S.
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Restricfia unei arborescenje valide la nodurile neeliminate este tot o

arborescenta validi care se numeste arborescenta curenta.

Se poate demonstra urmatoarea proprietate: dac exista o solufie optimala si daca
£ >/, atunci solutia optimali va apartine nodurilor terminale ale arborescentei curente.

Pe mulfimea arborescentelor valide definim urmatoarele operatii:

e Trunchiere (eliminare): Se pleaci de la o arborescenta 4, valida pentru 1 si, prin
eliminarea unui nod §i a descendenfilor lui, se determind o arborescenji A,.
Trunchierea este definiti numai daci arborescenta rezultati este validi pentru f .

e Separare: Se pleacd de la o arborescen{d 4, si se obfine o arborescentid A4, prin
introducerea la un nod terminal S a succesorilor directi Sy, S, ..., S, astfel incét
S=851USu..US,sise face g(5)) = g($5,) = ... = g(S,) = g(5). Se demonstreazi
cd, dacd A, este o arborescenti validid pentru f , atunci §i 4, este valida pentru f' .

e Evaluare: Se calculeaza pentru un nod S din arborele curent o evaluare prin lipsi
h(S) si daca A(S) < g(S), atunci se face g(S) = h(S).

e Ajustare: La o arborescentd validd pentru f , daci se gaseste o solutie de valoare
g < f , atunci se face f' = g. Se demonstreazi cd arborescenta este valida |, *ntru g.

Metoda arborescenta pentru o problema P este algoritmul prin care se pleaca
de la arborescenta ce contine un singur noa, ridicina, cu estimarea f = F si aplicand
operatii de trunchiere, separare, evaluare §i ajustare se obtine un sir de arborescente
valide. Algoritmul se termina cind toate nodurile sunt eliminate.

Daca la terminarea aplicirii metodei arborescente se obfine f = F,, atunci
problema min f{x) pentru x € § §i f{x) < F, nu are solufie. Altfel, ultima valoare f
este egali cu valoarea /" a unei solutii optimale.

Pentru a obtine o evaluare prin lipsa, se tine seama de urmitoarele proprietdfi:

Teorema 1.44. Daci A4 este o arborescentd valida pentru _f si daci un nod §
este astfel incat g(S) 2 f , atunci arborescenta obfinutd plecand de la A prin
climinarea lui S si a descendentilor sidi este o arborescenta valida pentru f' N

Teorema 1.45. Daci A este o arborescentd validd pentru f §' daca se
demonstreaza ca solufia optimala a unui nod S are o valoare superioara lui , sauca$
este vidd, atunci arborescenta obfinutd eliminind pe S §i descendentii sdi ‘este tot
valida pentru f .

Se poate obfine o evaluare prin exces dacd se obtine o valoare initiali aplicand
0 euristica §i apoi se amelioreaza aceasta valoare prin tehnici de vecinatiti.

in luarea deciziilor de trunchiere si eliminare se aplici criterii date de
proprietatile urmitoare numite proprietafi de dominanta.
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Teorema 1.46. Fie S un nod terminal §i $* c S; dacd S* confine o solutie
optimala de fiecare data cind S confine o asemenea solutie, atunci se aplicid o separare
alui Sin S* §i S-S 5i apoi se poate elimina S - S*. A

Teorema 1.47. Daca S, §i S, sunt doud noduri neeliminate gi dard are loc
relatia min f{x) < min f{x), atunci se poate elimina S,. @

x€S, x€S$,

Pentru separare se pot utiliza doua tiouri de strategii:

e strategia de separare in adancime in care se considera un nivel curent de pe care
se selecteaza un nod din care se trece la un nod de pe nivelul imediat urmitor care
nu a fost evaluat; in cazul cind nu mai exista astfel de noduri, se revine la nodul
din nivelul anterior §i se exploreazi o noud varianti; aceasti metoda utilizeaza
pentru gestionare o stivi;

e strategia de separare in ldfime in care se considerd pentru un nod curent tofi
succesorii lui directi, parcurgerea arborescentei facindu-se nivel cu nivel; aceasta
metoda utilizeazi pentru gestionare o coada.

La nivelul fiecdrui nod S al arborescentei se poate defini problema P‘ derivata
din P care se enund astfel: sd se minimizeze valoarea f{x) pentru xeS s§i f{x)< f .
Aceastd problemd o mai numim problema locala pentru nodul S. Problema locali
corespunzitoare radacinii coincide cu problema P. |

Daca problema locala P* corespunzitoare lui S nu are soluie, atunci se elimina S.
Daca solufia optimald a problemei locale este g, atunci se elimind S cu eventuale
operalii de ajustare. Dacd problema locald P* nu se poate rezolva, atunci se aplicid o
separare a lui S.

O conditie suficientd pentru convergenfa metodei arborescente este existenfa
unei functii 4 cu valori numere naturale astfel incit A(X) sa fie un numdr finit §i daca
S este un succesor direct al lui S, atunci 0 < A(S,) < A(S) si oricare nod are un numar
de cel mult & succesori directi pentru un £ dat.

1.3.2.3. Metoda backtracking

Aceastd metodd de elaborare a unw algoritm se aplicd problemelor in care
solutia se poate pune sub forma unui vector, fecare element al vectorului putind sa ia
o mulfime finitd de valori. Intre elementele din vectorul solutie se stabilesc relatii
numite condifii interne, prin care se poate stabili dacd o anumitd combina, poate fi
acceptatd drept solutie sau nu. O problema poate si admitd, eventual, mai multe
solufii rezultat. In metoda backtracking se incearci evitarea generirii tuturor
combinatiilor posibile pentru a determina solufiile rezultat. Pentru a determina o
solutie (xy, x3, ..., x,), presupundnd ca au fost determinate valori pentru x,, x,, ..., Xi.1,
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se atribuie o valoare pentru x; §i sunt verificate condifii prin care se determina cé s-a
obtinut o solutie, in cazul k£ = n, sau se poate completa cu valorile x4, ..., x, pentru a
obtine o solutie. Aceste conditii se numesc, in cazul cdnd nu s-a obfinut deja o solutie,
conditii de contiuare. Daci valoarea data lui x; nu este acceptabili, se incearci o alta
valoare §i, dacd nu mai sunt valori posibile pentru x;, se revine la x;, §i se incearca o
noud valoare. Algoritmul se termind cind nu se mai poate atribui nici o valoare
posibila lui x,. Metoda backtracking se poate descrie sub forma urmatoare:
Algoritmul 1.15. BACKTRACK{(x, n)
1. [Initializare] Se face k= 1.
2. [Verificare solutie] Daca k > n, atunci se prelucreaza solufia (x;, xy, ..., x,) §i se
merge la pasul 5.
3. [Testare continuare] Dacd nu mai sunt valori posibile neexplorate pentru x;,
atunci se merge la pasul 5.
4. [Atnbuire §i continuare] Se atribuie o valoare posibild pentru x;, apoi se face
k=k+ 1 si se merge la pasul 2.
5. [Revenire §i continuare] Se face k£ = k - 1. Daci k> 0, atunci se trece la pasul 3,
altfel STOP. m
Prin prelucrarea unei solutii, la pasul 2, se intelege mulfimea de operatii care se
fac pentru o solutie gisitd cum ar fi tiparirea, numararea, memorarea, calculul valorii
unei functii particulare etc. Prin valori posibile neexplorate, la pasul 3, se inteleg
acele valori ale lui x;, ce nu au fost inca folosite cu combinatia curenta a ¢.. :nentelor
x,, ..., Xx| §i pentru care sunt indeplinite conditiile interne.
Exemple de aplicare a metodei ba:ktracking: determinarea unor submulfimi
de elemente de sumi dati, partitionarea unui intreg, problema celor 8 dame, colorarea
grafurilor, generarea submultimilor unei multimi etc.

1.3.2.4. Metoda branch and bound

Aceastd metodad este asemandtoare cu metoda backtracking. Deosebirea consta
in faptul cd, in aceastad metoda sunt limitate valorile posibil de atribuit elementelor pe
baza informatiilor obtinute anterior luarii deciziei. Astfel mulfimea elementelor
explorate pentru determinarea solutiilor devine mai mica i eficacitatea algoritmului
cregte. Determinarea daca pentru o valoare a unui element este necesara continuarea
completdrii ei sau nu pentru a ajunge la solutie se face prin calculul valorii unei
functii, numita criteriu de evaluare, §i verificarea apartenenfei acestei valon la o
mulfime posibila de valori pentru solutie.

Exemple de aplicare a metodei branch and bound: determinarea drumurilor
minime ale unui graf, jocul “n* - 17 (n=3,4, ...).
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1.3.2.5. Metoda divide et impera

Metoda divide et impera constd in imparfirea unei probleme in doud sau mai
multe subprobleme de dimensiuni mai mici, care la randul lor sunt divizate eventual
in alte subprobleme, procesul continuad panad in momentul in care se ajunge la o
mulfime de subprobleme suficient de mici pentru a obtine solutiile corespunzitoare
lor si apoi se asambleazi solutiile subproblemelor pentru a obtine o solufie pentru
problema inifiala urmand calea inversa descompunerilor.

Exemple de aplicare a metodei divide et impera: sortarea prin in‘e-clasare,
cdutarea in figiere, ciutarea in arbori de sortare, problema turnurilor din Hanoi etc.

1.3.2.6. Metoda programarii dinamice

Metoda de programare dinamica a fost conceputd de Bellman, fiind publicata in
anul 1957. Aceastd metoda a fost aplicata pentru rezolvarea unor probleme privind
procesele industriale, gestionarea stocurilor, probleme de investitii, planificari
economice §i alte probleme de optimizari combinatoriale.

Metoda programarii dinamice se aplicd problemelor in care solutia se obfine ca
rezultat al unui sir de decizii, fiecare decizie depinzand de deciziile luate anterior, in
fiecare moment de decizie pot fi explorate mai multe variante de decizie posibile. In
luarea deciziilor se tine seama de principiul optimalitafii care stabileste cd orice
subsir de decizii al unui sir optimal de decizii este optimal. In linii mari, metoda
programidrii dinamice constituie determinarea unui sir de stani s, sy, ..., S,, unde s este
starea initiala §i s, este starea finala, din care rezultd solufia optimald, 5i 0o lfime de
decizii d,, d,, ..., d,. Fiecare decizie d; determina modul de tranzitie din starea s,., in
starea s,. Deciziile pot fi determinate in ordinea d,, ..., d| (metoda inainte) sau in
ordinea d,, ..., d, (metoda inapoi). Vom preciza in cele ce urmeaza acest proces.

Metoda programadrii dinamice consti in determinarea unui §ir de decizii, numit
politica, prin care se asigurd evolutia unui proces. Determinarea unei decizii a unei
probleme de dimensiune N se face in functie de deciziile ce sunt luate pentru
probleme de dimensiuni N - 1, N - 2, .., 2, 1. De fiecare data se considerd cea mai
buna decizie, aceasta asigurind o solutic optimd. Deciziile sunt luate secvential.
Definim formal acest proces de decizie in continuare.

Numim proces de decizie secventiala o tripletd de forma (X, U, g), unde X este
spatiul stanlor, U este o mulfime numita spatiul deciziilor $i

g XxUxN->Xu {&
este funcfia de tranzifie. Vom nota cu A(x, k) = {u | g(x, u, k) # €} multimea deciziilor
posibile la momentul & pentru starea x. Traiectoria unei particule se definc  in felu!
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urmitor: se considera o stare inifiald x(0) si daca se cunoagte starea x(k) la momentul £,
se considera o decizie u € A(x(k), k) si se obtine x(k + 1) = g(x(k), u, k) starea la
momentul k£ + 1. Se presupune cd la fiecare etapa existd un numar finit de decizii
posibile care nu depiseste o valoare N. Aceasta se numeste ipofeza Markov si un
sistem care verificdi aceastd ipotezd se numeste orizont de procese de decizie
secvenfiald §i se noteazi (X, U, g, N).

Multimea stérilor accesibile la momentul k, notatd Xj, se defineste astfel: x € Xj
daca si numai dacd existi un sir de decizii (11(0),...,u(k-1)) astfel incat u(0)e A(x(0),0),
x(1) = g(x(0),u(0),0), u(1) € A(x(1),1), x(2) = g(x(1),u(1),1), ..., u(k-1) € A(x(k-1),k-1),
x(k) = g(x(k-1),u(k-1),k-1).

Se numeste subpolitica de ordin n<N a orizontului de procese u. decizie
secventiala (X,U,g,N) pentru starea x a lui Xy, perechea (x,(dyd.,....d, 1)), cu
dye A(x,N-n), d\ € A(x,N-n+1), cu x,=g(x,d,,N-n), dr€ A(x,N-n+2), cu x,=g(x,,d\,N-n+1),
cery Ay € A(X,.,N-1), cu x,.1=g(x,.2,d,.2,N-2). Numim politica o subpolitica de ordin N.

Pentru compararea politicilor se considera un criteriu care este o functie
J(x(do,d),....d,.1)). Vom spune ci (x,(dj,..d,_|)) este subpoliticd optimald daci
pentru orice subpolitici (x,(do,d,,...,d,.1)) are loc inegalitatea:

Jox, (dfy, ooy d,_))) SI(x, (do, Ay .oy dir)).

Un criteriu J se numeste criteriu separabil daca existd o functie ry(x,u), pentru
xeX; §i ue A(x,k), 0<k<N-1, numita funcfie de cost imediat, functiile R, de n variabile
reale, 1<n<N si functii ¢, de doua variabile reale, monoton nedescrescétoare in raport
cu a doua variabila, 2<n<N, astfel incat pentru orice n, 1<n<N-1 si orice subpoliticd
de ordin n (a,(dy,d,...,d,.))) au loc relatitle J(a,(dy,d\,....dn1))=Rua(D0y---»Ln-1 )= @u( L0,
Rai(P1seesn1))y €U po=ria(@dy), pr=rnai(X0d)), Prornns2(X2,@2),.csfur=raf -y, dnay),
x=g(a,dy,N-n), x)=g(x,d\,N-nt+1),..., xn..=g(xn.2,dn.2,N-2).

Exemple de criterii separabile cel mai des utilizate sunt urmaitoarele:

o1 N-I . o _
]&0’:', [Mr,cur,e R, max{r,|i=0,1,..,N-1} simin{r;|i=0,1,..,N-1}.
i=0 "' i=0

Se numeste principiul optimalitafii propnetatea cd orice subpolitici a unei
politici optimale este optimala.

Vom nota in continuare cu ii(n,x) o subpoliticd asociatd unei stdri inifiale
x€Xy., §i orizont n, @#(n, x)=(u(N-n)u(N-n+1),...u(N-1)) si cu Z'(nx) o subpolitica
optimald in raport cu un criteriu J §i avand valoarea J(x,7"(n,x)). Din definifiile
anterioare rezultd urmatoarea relafie:

i(n,x) = (u(N - n), L_l'(n ~Lgxd{N-n),N - n)) ).

Algoritmul de programare dinamica poate si fie descris 1n felul urmitor.
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Algoritmul 1.16. PROGDYNM X, U. g, J)

1. [Ciclare k] Pentru k=N- 1, N-2, ..., 0 se executa pasul 2, apoi STOP.
2. [Ciclare stare] Pentru orice stare x din X, se executa pasul 3.
3. [Calcule] Daca A(x, k) = O, atunci se face:

f(x, k)=u€r3(i; k)[](x, u, lT'(N —k-1,g(xu, k)))}, Vix, k)=u,

unde u € A(x, k) este o decizie pentru care se realizeazd minimul precedent;
(daca existd mai multe §i traiectoria optimald trece prin x la nivelul %, atunci
existd mai multe politici optimale); se face:

7' (N -k x) = (v'(x, 0. (N -k -1, gxV(x.K), k))) -

Exemple de aplicare a metodei programdrii dinamice: determinarea
drumurilor de lungime minima in grafuri, determinarea arborilor optimi - cautare.
programarea activitatilor etc.

1.3.3. Metode generale de construire a unor euristici

Una din metodele cele mai frecvente de elaborare a algoritmilor euristici se
poate descrie pe scurt in felul urmator. Se descompune procesul de cautare a solutiilor
in mai multe etape succesive pentru care sunt determinate solutii pe care le numim
solutii locale. Pe baza solutiilor locale se determina solutiile problemei inifiale. Prin
exemple, se poate vedea ca nu intotdeauna se obtin solutiile optimale ale problemei
inifiale. Dac@ procedeul rezultat produce intotdeauna solufia optimala, se obfine un
algoritm exact. Altfel, daca se giseste un contracxemplu sau nu s-a gisit o demonstratie
prin care se arati optimalitatea algoritmului propus, se obfine un algoritm euristic.

In elaborarea algoritmului euristic, sunt detectate mai intai toate condifiile pe
care trebuie sa le indeplineascd o solutie optimala, dupa care, in functie de anumite
criterii (facilitatea de verificare, necesitatea verificarii pentru solut,- posibile,
posibilitatea unor relaxari ctc.), se determinid o mulfime de clase de conditii.

1.3.3.1. Euristici folosind metoda Greedy

Cea mai mare parte a algoritmilor curistici se poate incadra in aceastd clasa.
Prima idee care este exploatatd in solutionarea unei probleme este determinarea unor
etape in care cdstigu/ sa fie cat mai mare posibil. Intuitiv aceasta duce la obtinerea
unei solutii acceptabile intr-un numéar mai mic de pasi. Riscurile sunt de doui felun:
ori o traiectorie care sd aiba castiguri mari la Tnceput dar mult mai mici decat alte
traiectorii de la un moment dat, ori sa fie o traiectorie falsd, prin care sa nu ne putem
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apropia oricit de mult de o solutie optimala. In primul caz, riscul este de » -bine ur.
timp mai mare de lucru, dar in al doilea caz riscul este mult mai mare deoarece cu
toate eforturile ficute nu se obtine o solufie satisfacatoare. De o importanta deosebita
este alegerea functiei de calcul a cagtigului.

Exemple de algoritmi euristici bazati pe metoda Greedy: metoda
gradientului, metoda tangentei in determinarea solutiilor unor ecuatii, metoda
calculului adresei in cdutarea in multimi ordonate, metoda de solutionare a problemei
rucsacului (vezi algoritmul 1.4.), metoda de solufionare a problemei comisvoiajorului
(vezi algoritmul 1.2.), LPT-planificarea (vezi definitia 1.1.) etc.

1.3.3.2. Euristici folosind metoda backtracking

Acest tip de euristici se folosesc in cazul in care determinarea aproximarii
solutiei pentru o problema datd se determina dintr-o mulfime finita de elemente ce
trebuiesc explorate in totalitatea lor. Prin anumite criterii aplicate spatiului ne care se
lucreaza sau prin localizarea unor stdri inifiale se poate face aceastd ..ducere a
exacte de tip backtracking.

Exemple de algoritmi euristici bazati pe metoda backtracking: metoda de
solutionare a problemei de programare liniara intreagd, metoda injumatafirii
intervalului i metoda coardei pentru determinarea solutiei unei ecuatii etc.

1.3.3.3. Euristici folosind metoda branch and bound

in algoritmii branch and bound o problemd partiala, referita si ca nod, P; este
descompusi intr-o mulfime S(P;) cu | S(P;)| < . O problemi P; € S(P;) se numegte
fiu al lui P;. Fie o problema de minimizare in care f{P;) este valoarea optimalﬁ alui P,
De obicei f{P;) nu se cunoaste a priori, dar pentru fiecare P; se calculeazi o margine
inferioara g(P;). In afari de proprietatea g(P,) < f{P;) se mai presupune ci:

g(P:) < g(P)), pentru P; € S(P)).
La calculul lui g(P;) se poate uneori conchide ca g(P;) = f{P;). Multimea acstor P, se
noteazi cu G §i descompunerea c¢i nu mai trebuie continuatd, conform cuestu/ G in
algoritmul prezentat mai departe. Daca z esic valoarea minima a lui f{P;), pentru toate
P; € G testate, atunci P; poate fi terminatd daca g(P;) > z, deoarece P; nu poate furniza
o valoare mai micd decit z. Acest test se numeste testul marginii inferioare. Daci se
cunoaste o relafie de dominanta D, atunci in algoritm se poate introduce §i un fest de
dominanta D de forma:
Py D P, implica f(P,) < fIP),
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unde D are semnificafia unei relatii de ordine partiald. Problema P; poate fi in acest
caz incheiatd, deoarece P; va furniza o solutie cel putin la fel de buna ca orice solutie
furmizatd de P,. Relatia de dominanta D este consistenta cu g daca:

Py D P, implica g(P) < g(P)).

O problemd partiald generatd intr-un calcul Branch and Bound dar netestata
incd se numeste activa. Multimea curentd a nodurilor active se noteaza cu A4 si
multimea problemelor partial generate se noteaza cu H. O funcfie de cautare s care
selectcaza o problemai partiala P; = s(4) din A determina ordinea testarii problemelor
partiale generate in timpul calculului.

O functie s = s, se numeste funcfie de cautare euristica bazati pe funcfia
euristica h i care selecteaza o problema partiala din 4 cu cele mai mici valori ale lui A.
Addncimea problemei P; reprezintd numarul de descompuneri necesar generirii
problemei P; din problema initiald P,. O functie s = 5, se numeste funcfie de cautare in
addncime bazatd pe h, care selecteazi problema cu cea mai mica valoare a lui 4 dintre
problemcle avand addncimea maxima. Funcfia s = s, se numeste funcfie de cautare cu
ced mai buna margine, adica marginea inferioard g este utilizata in locul lui A din s,

Se poate folosi de asemenea functia de cdutare in adancime bazati pe gsi1  a 5=3,.

In continuare este prezentat un algoritm BB pentru rezolvarea unei probleme de

minnmizarc P,

Algoritmul 1.17. (BB)
[Imnalizan] Se face H = {Py}, A = {Py} s1z= 0.
2. [Cautare] Daca 4 = O, atunci se trece la pasul 9; altfel se face P; = s(A4) si se trece
la pasul 3.
3. [Testul G] Daca P; € G, atunci se trece la pasul 7; altfel se trece la pasul 4.
4. [Testul marginii inferioare] Daca g(P;) = z, atunci se trece la pasul 8; altfel se
trece la pasul 5.
5. [Testul de dominantd] Daca o anumitd P, (#P;) € H satisface P, D P, atunci se
trece la pasul §; altfel se trece la pasul 6.
6. [Ramificare] Se genereaza S(P;) descompunand pe P;, se face 4 = 4 U S(P)) - {P;}
si H=H v S(P,), apoi se trece la pasul 2.
. [Imbunitatire] Se face z = min[z, P,)).
8. [Incheie P;] Se face 4 = A - {P;} si se trece la pasul 2.
9. [Terminare] Se face z = f{P,)) (daca z = o0, P, nu are solutie) si STOP. &
Performanta algoritmului BB este uneori masuratd cu urmaétoarele valon:
e T: numarul de probleme partiale descompuse in pasul 6 inainte ca algoritmul sé se
opreasca la pasul 9.
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* M: marimea maxima a multimii 4 atinsa in timpul parcurgerii algoritmului.

In continuare, sunt discutate trei tipuri de modificiri care asigura accelerarea
calculelor si/sau reducerea spatiului de memorare.

1. Metoda &reducerii (&e-allowance method) consta in inlocuirea testului din pasul 4
cu g(P) + &2z) 2 z, unde &z) 2 0. Functiile de reducere utilizate in pr- ~tica sunt
&z) = g (constantd) si &(z) = yzcu y= 0.

2. Metoda T-raieturii (T-cut method). Aceastd metodad consta in intreruperea calcu-
lelor de indatd ce numarul de probleme partiale descompuse in pasul 6 atinge o
margine specificatd T;. Valoarea z, a variabilei z in acest moment reprezinti
valoarea solutiei suboptimale. Pentru aplicarea acestei metode este suficient si se
introduci in algoritmul BB un procedeu de contorizare a numarului problemelor
partial descompuse. in acest fel se asigura satisfacerea de citre Ta condifiei 7<T,,.

3. Metoda M-taieturii (M-cut method). Aceasti metodd constd in eliminarea
neconditionata in pasul 6 a unui numar de |[4 = 4 U S(P)) - {P;}| - M, probleme
partiale, unde M, este o margine a capacitdfii (capacity bound Mp). in felul acesta
se asigura satisfacerea de citre M a conditiei M < M,

in metodele de tip branch and bound, de o importanta deosebiti este modul de
evaluare a unui nod.

Exemple de algoritmi euristici bazati pe metoda branch anc bound:
programarea activitatilor, probleme combinatoriale etc.

1.3.3.4. Euristici folosind metoda divide et impera

Principiul de construire al acestor algoritmi coincide cu cel descris pentru
algoritmii exacti de tip divide et impera. Deoscbirea consti numai in eventualele
relaxdri luate in consideratie la rezolvarea problemelor considerate simple.

Algoritmii de acest tip sunt foarte utili mai ales in calculul paralel.

Exemple de algoritmi euristici bazati pe metoda divide et impera:
programarea activitafilor, determinarea extremelor unei functii, integrarea prin
metoda Monte-Carlo, metode statistice pentru concordanta si omogenitate etc.

1.3.3.5. Euristici folosind metoda programarii dinamice

Acesti algoritmi euristici se obfin prin relaxarea conditiilor de optimalitate.
Aceasta relaxare poate fi facuta fie in scopul unor calcule mai simple, fie in scopul
satisfacerii principiului optimalitdtii, facand astfel posibila aplicarea metodei
programdrii dinamice.
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Exemple de algoritmi euristici baza{i pe metoda programdirii dinamice:
metode de alocare a memoriei (prima potrivire, cea mai bunid potrivire, metoda
camarazilor), programarea activititilor etc.

1.4. Algoritmi genetici §i evolutivi

1.4.1. Introducere

Ideea de bazid a algoritmilor genetici §i evolutivi constd in modificarea
succesivd a unor solutii initiale sau generate anterior folosind, de obicei, doi
operatori: mutafie §i incrucisare. Dacd noua solutic este mai bund dacét cele
precedente, procesul de modificare continua. Altfcl, daca nu este posibild ameliorarea
solutiei sau numarul de modificari a depasit o anumita limita, algoritmul se incheie.
Un algoritm se numeste genetic clasic daca solutiile sale sunt reprezentate sub forma
de cromozomi, adici siruri de biti O i 1. Problemele in care solutiile sunt reprezentate
sub formd de cromozomi sunt insa rare. Pentru probleme obisnuite, implementarea
conceptelor de mutatie si incrucigare (vezi 1.4.2.4.), asa cum sunt gandite in cadrul
algoritmilor genetici clasici, se poate realiza in doud moduri, ilustrate in figurile 1.27.
si 1.28.. Algoritmii realizati in modurile descrise in aceste figuri se numesc algoritmi
genetici, respectiv evolutivi. In cele ce urmeazi adjectivul clasic va fi omis.

Algori
Problema l '
(Problema ) - genetic

Problema Program
modificati

evolutiv
Fig. 1.27. Fig. 1.28.

Un algoritm genetic, ca §i orice program evolutiv, pentru o problema
particulari trebuie sa cuprinda urmitoarele cinci componente:

e o reprezentare geneticd a solutiilor potentiale ale problemei studiate,

e un mod de creare a populatiei inifiale de solutii potentiale,

¢ o functie de evaluare, care joaca rol de mediu si evalueaza calitatea solutiilor,
e operatori genetici ce altereaza structura copiilor,

e valorile diferifilor parametri pe care le utilizeazd algoritmii genetici cum sunt
marimea populatiei, probabilititile de aplicare a operatorilor genetici etc..
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1.4.2. Algoritm genetic pentru optimizarea unei functii
In cadrul exemplului ce urmeazi sunt ilustrate ideile de bazi ale algoritmilor
genetici, pe un exemplu de identificare a maximului unei functii. Funcfia dati este

(vezi figura 1.29.):
fx)=x-sin(107:n) + 1.0,

3.0
2.5
2.0
LS
10
0.5
0.0
0.5
1.0 3

=
<
=]

.0 0.0 1.0 2.0
Fig. 1.29.

problema de rezolvat fiind identificarea lui x, aparfindnd inervalului [-1 *] pentru
care functia datd are o valoare maximd, adicd f{x,) = f{x) pentru tofi x € [-1, 2].
Anuland derivata functiei f se obtine:
S(x) =sin(107x) + 10mx-cos(10x) = 0,
de unde rezulta:
tg(107-x) = - 107
Ecuatia precedenti are o infinitate de solutii $i anume:
xi=Q2i-1)/20+ g, pentrui=1,2,
x0=0,
x=(2i+1)/20- g, pentrui=-1,-2, ..,
unde & reprezintd secvente descrescitoare de numere reale, pentru i = 1, 2, ... si
i=-1,-2, ..., ce tind catre zero. Functia / are maxime locale pentru x;, daca i este un
intreg impar, §i minime locale pentru x;, daca / este un intreg par. Deoarece domeniul
este [-1, 2], rezultd cd maximul global se realizeaza pentru x,4=37/20+£4=1.85+¢),
unde f{x)5) este putin mai mare decat f{1.85) = 1.85-sin(187+ m2) + 1.0 =2 <3,
Componentele necesare pentru elaborarea algoritmului genetic de identificare a

solutiei problemet enuntate sunt prezentate in continuare.
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1.4.2.1. Reprezentarea

Pentru reprezentarea valorilor variabilei x se foloseste un vector binar x, in
presupunerea ca precizia solutiei este de sase cifre dupa punctul zecimal. Domeniul
variabilei x are lungimea 3 si precizia acceptatid implicd impdrtirea intervalului [-1, 2]
in cel putin 3-10° subintervale egale. Rezulti ci vectorul asociat variabilei x trebuie si
con{ind 22 bifi, deoarece:

2097 152 = 2*' <3000 000 < 2*2 = 4 194 304.
Transformarea sirului binar <b,, by, ... by> intr-un numar real din intervalvi [-1..2] se
poate efectua in doua etape:
e convertirea girului binar <b,, by, ... by> din baza 2 in baza 10;

(<ba) by ... by>), = (__gob.-'zi)w =x’,

¢ identificd numarul real corespunzitor:
x=-1.0+x"-3/02%-1),
unde -1.0 este marginea inferioara a domeniului §i 3 este lungimea domeniului.
De exemplu, cromozomul:
(1000101110110101000111)

reprezintd numérul:

x’=(1000101110110101000111), =2 288 967,
si

x=-1.0+2288967-3/4194 303 =0.637197.
Evident, cromozomii:

(0000000000000000000000) si (F1111111E1111112111111)

reprezinta marginile domeniului adica pe -1.0, respectiv 2.0.

1.4.2.2. Populatia initiala

Populatia initiala consta din mai multi cromozomi, fiecare dintre ei fiind un
vector de 22 de bifi. Cei 22 de biti ai fieciirui cromozom sunt initializati aleator.

1.4.2.3. Functia de evaluare

Functia de evaluare eval a vectorilor binari v este echivalenti cu funcfia f:
eval(v) = f{x),
unde cromozomul v reprezinta valoarea reala x. De exemplu, urmatorii trei cromozomi:
v =(1000101110110101000111),
v, = (0000001110000000010000),
v; = (1110000000111111000101),
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corespund valorilor x; = 0.637197, x, = -0.958973 si, respectiv, x3 = 1.627888.
Functia de evaluare genereaza valorile:

eval(v)) = flx,) = 1.586345,

eval(vy) = flx;) = 0.078878,

eval(vi) = f{x3) = 2.250650.
Cromozomul v; este evident cel mai bun dintre cei trei cromozomi, deoarece
furnizeaza cea mai mare valoare.

1.4.2.4. Operatori genetici

In faza de modificare a soluiei deja generate se folosesc doi operat.i clasici:
mulatie si incrucigare. Operatorul mutafie altereazi una sau mai multe gene
(bifi ai cromozomilor). Presupunand cid a cincea gend a cromozomului v; a fost
aleasd pentru mutatie §i {inand seama ca ca este 0, rezultd cé va fi transformata in 1.
Noul cromozom obtinut este:

v, = (1110100000111111000101).
Acest cromozom reprezintd valoarea xj = 1.721638 si f(xy) = -0.082257, ceea ce
aratd ca aceastd mutatie particulard produce o descrestere a valorii cromozomului v,.
Daci insa a 10-a gena a fost selectatd pentru mutatie in cromozomul v, atunci:

v = (1110000001111111000101).
Valoare corespunzatoare este xj = 1.630818 si f{x]) = 2.343555, ceea ce reprezinta o
imbunititire a valorii f{x;) = 2.250650.

Pentu ilustrarea operatorului de incrucisare se considerd cromozomii v; §i v3, cu
presupunerea ci punctul de incrucigare a fost ales (aleator) dupa a cincea gena:

v, = (00000]011 10000000010000),

vy = (11100j00000111111000101).
Cei doi descendenti generati sunt:

v, = (00000]00000111111000101), '

v; = (11100]01110000000010000).
Evaluarile acestor doi descendenti sunt:

S%) =-0.998113) = 0.940865,

S1) = f(1.666028) = 2.459245.
Se observa cd al doilea descendent are o evaluare mai bund decit cei doi parinti.
Aceste observatii pot fi utilizate in continuare pentru a obfine solutii mai bune prin
operatii succesive de mutatie si incrucisare din valori deja studiate.

1.4.2.5. Parametri

Pentru problema studiatd au fost alesi urmatorii parametri: marimea populatiei
pop_dim = 50, probabilitatea incruciserii p. = 0.25, probabilitatea mutatiei p,, = 0.01.
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Numirul generatiei Functia de evaluare
1 1.441942
6 2.250003
8 2.250283
9 2.250284
10 2.250363
12 2.328077
39 2.344251
40 2.345087
51 2.738930
99 2.849246
137 2.850217 ;
145 2.850227 B
Tabelal 1.1.

1.4.2.6. Rezultate experimentale

In tabelul 1.1. sunt prezentate rezultatele aplicirii procedurilor descrise pentru
problema studiata, dupa 150 de generatii. Cel mai bun cromozom obfinut este:
Venax = (1111001101000100000101)
$1 11 corespunde valoarea x,,,, = 1.850773. Dupd cum era de asteptat x,.x = 1.85 + £5i
Mxmax) Cste putin mai mare decat 2.85.

1.4.2.7. Procesul de selectare

Pentru selectarea unei noi populatii, folosind o distributie de probabilitati
bazata pc funcfia de evaluare, se foloseste modelul ruletei. O asemene. -uleta se
construieste in modul urmator:

e Se calculeaza evaluarea eval/(v,) a fiecarui cromozom v; (i = 1, ..., pop_dim).
e Se calculeaza evaluarea totala a populatiei:
F= pwled’m eval(v,-) .
p
e Se calculeazi probabilitatea p, a selectarii pentru fiecare cromozom v, i=1,2, ...,
pop_dim):
pi=eval(v,/ F).
e Se calculeazi probabilitatea cumulativa g, pentru fiecare cromozom v, i =1, 2, ...,
pop_dim):
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Selectia se realizeaza pe calea rotirii ruletei de un numar de pop dim ori.
De fiecare dati, se alege un singur cromozom pentru noua populatie in modul urmétor:
e Se genereaza un numdr aleator real r din intervalul [0..1].

e Dacd r < g, atunci se selecteazd primul cromozom (v,); altfel se selecteazi
cromozomul v;, 2 <i < pop_dim, astfel incatq,, <r <gq;.

Evident ca unii cromozomi vor fi selectati mai mult decat o singura data si altii
nu vor fi selectafi. Vom nota in continuare cu p,, probabilitatea de mutatie §i cu p,
probabilitatea de incrucisare.

Pentru aplicarea operatorului mutafie se considera girul de bii generat de toti
cromozomii populatiei curente. Numarul de bi{i ai unei populatii este egal cu
m-pop_dim, unde m este numdrul (actual) de cromozomi. Pentru tofi bitii populaiei se
procedeaza in modul urmator:

e Se genereazad un numdr aleator r (real) din intervalul {0, 1];
e Daca r < p,, atunci se schimba bitul examinat.
Numarul agteptat al bifilor ce se schimba este egal cu p,-m-pop_dim. 4

Pentru operatorul incrucigare se procedeaza astfel:

e Se genereaza un numir aleator r (real) din intervalul [0, 1];
e Dacar < p,, atunci se selectezd cromozomul considerat pentru incrucigare.

In continuare, pentru fiecare pereche succesiva de cromozomi selectati pentru
incrucigare, se genereazi un numdr intreg pos din intervalul [1, m - 1]. Acest numir
indica pozitia punctului ce defineste incrucisarea. Doi cromozomi:

(b1 by ... byoy bposir .. b)) 5
(C1 €2 o Cpos Cpostt -o- Cm)
sunt inlocuifi cu perechea de descendenti:
(b) b; ... bpoy Cposer .. Cm) §1
(€1 €2 e Cpos Dposri ... bay).
Numarul asteptat al cromozomilor ce participa la incrucisare este egal cu p.-pop_dim.

Observatie. Dacd numirul de cromozomi selectafi pentru incrus -are este
impar, atunci ori se adaugi aleator incd un cromozom, ori se elimina tot alcator unul
dintre cromozomii existenti.

1.4.3. Algoritm evolutiv pentru rezolvarea problemei
liniar-patratice

Exemplul precedent ilustreza conceptiile de baza ale algonitmilor genetici in
cazul in care problema studiata estc suficient de simpld pentru a permite codificarea
binara a solugiei. In cazul problemelor intilnite de obicei, se poate adopta aceeasi
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strategie, cu pretul cresterii foarte mari a lungimii cromozomilor §i maririi timpului
de calcul. Tn acest caz, este convenabild utilizarea reprezentirii cromozomilor in
tcrmeni de valori reale, eventual intregi, §i adaptarea operatorilor mutafie gi
incruciyare 1a acest mod de reprezentare. Algoritmul formulat in acest mod este de tip
cvolutiv §1 utilizeaza de obicei §i alte modalitati de efectuare a mutatiei §i incrucigérii
Jupd cum vom arata in continuare.

Drept exemplu ilustrativ, fie problema determinarii minimului:

. 2 s 2 2
. . . 1.23
min g- xy }l:&(s Xi+r uk), (1.23)
cu condifiile:
X =axyt+bu,k=0,1,..,N-1, (1.29)

unde x, este dat, a, b, g, s, r sunt constante date, x, € R are semnificatie de stare §i
1; € R reprezinta controlul sistemului.

Valoarea performantei optime a procesului de minimizare a expresiei (1.23) cu
conditia (1.24) cste:

J =Ko x§ ’
undce K; este solutia ecuatiei Riccati:
Ki=s+ra K /(r+b Ke), Kn=9q.

Problema (1.23) este rezolvati in continuare pentru mulfimile de parametrii din

tabelul 1.2.

(1.25)

| Cazul N Xo 5 r q a b
I 45 100 1 1 I 1 1
1 45 100 10 I 1 1 1

111 45 100 1000 1 1 1 1
v 45 100 1 10 1 1 1
\% 45 100 I 1000 1 1 1
V1 45 100 1 1 10 1 1
VIl 45 100 1 1 1000 1 1

VI 45 100 1 1 1 0.01 1
X 45 100 1 1 1 1 0.01
X 45 100 1 1 1 I 100

Tabelul 1.2.

1.4.3.1. Operatort specializati

Operatorii utilizati sunt diferifi de cei clasici, deoarece ei opereaza in spatiul
valorilor reale. Totugi, datorita asemandrilor intuitive, ei sunt atribuiti claselor
standard, adicid mutafie si incrucigare. In plus, unii operatori sunt neuniformi, adici
actiunea lor depinde de varsta populafiei.
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Grupul mutatiilor:

e mutafia uniformd este definitd in mod similar versiunii clasice: daca x,f =<v,V,,
..,Vy> este un cromozom, atunci fiecare element v, are aceiasi sansid de a fi
modificat. Rezultatul unei mutatii unice a operatorului este vectorul <v,w,,...,
VirsVr>, €U 1<k<n si v, este o valoare aleatoare din domeniul respectiv,
domeniu,.

e mutatia neuniformd este un operator responsabil pentru capacitatea tratirii mai
fine a problemei. Operatorul de mutafie neuniforma este definit astfel: daca
vectorul s:, = <vj, vy, ..., Vx> €ste un cromozom §i a fost ales elementul v; pentru
mutatie, domeniul lui v, fiind [/, u]), atunci, rezultatul este vectorul

1 .
s =<y, ., Vo - Vo, cu ke {1, .., n} si:

v

Vit Jt,uk —vk), daca valoarea aleatoare este 0,

k- Vi~ A(t,vk —lk), daca valoarea aleatoare este 1,

unde, A(¢, y) furnizeaza o valoare din [0, y] astfel incét probabilitatea ca A(t, y) sé fie
aproape de 0 §i creste o datd cu ¢. Aceastd proprietate are drept consecinfa faptul ci,
initial, acest operator parcurge spatiul in mod uniform (cand ¢ este mic) i foarte local
la etapele urmatoare. Un exemplu de functie A(t, y) este:

At =y(1- )
unde r este un numdr aleator din [0, 1], T este numarul generatiilor §i b este un

parametru al sistemului ce determind gradul de neuniformitate. Valorile lui A pentru
doua momente distincte, sunt descrise de figurile 1.30. si 1.31.

Af.y) Ay)
y 1M=050 b=2 y 1T=0.90 b=2

Fig. 1.30. Fig. 1.31.
Grupul incrucisarilor:
e incrucigarea simpla este definitd in mod obgnuit dar cu condifia ca punctul de
incrucisare sa figureze intre doi v; §i v; consecutivi ai unui cromozom dat x.
e incrucigarea aritmetica este definitd drept conbinatie liniara a doi vectori si
anume, daci s si si. urmeazi s fie incrucisati, atunci descendentii generafi sunt
+1

1 : 1 [ L=
st =as, +(l-a) s, si s, =as,+(1-a) s,. In acest operator, a reprezinti fie o
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constantd (incrucigare aritmeticd uniforma), fie o variabild a cdrei valoare
depinde de varsta populatiei (incrucisare aritmetica neuniforma).

Rezultatele aplicarii algoritmului evolutiv problemei enuntate mai sus sunt
prezentate in tabelul 1.3. Pentru toate cele 10 cazuri, marimea populatiei a fost egala
cu 70 si au fost generate 40 000 de generatii. Vectorul <uy, ..., ugs> a fost inifializat cu
valori aleatoare apartinand domeniului de control. in tabelul 1.3. sunt mentionate atat
valorile finale obtinute dupa 40 000 de generatii cét si valorile obtinute dupa diferite
generatii intermediare. In ultima coloani a tabelului este mentionat factorul cu care
trebuie multiplicate valorile din coloanele 1-7 in vederea ob{ineri valorii soluiei.

Generatii Factor
Cazul I 100 1000 | 10000 | 20000 | 30000 | 40000 J
I 17904.4 | 3.87385(1.73682 | 1.61859]1.61817 {1.61804 | 1.61804| 10°
I1 13572.3| 5.56187(1.35678 | 1.11451|1.09201 {1.091621.09161| 10°
111 17024.8 | 2.89355(1.06954 | 1.00952]1.00124 [1.00102{1.00101 | 10’
v 15082.1| 8.74213[4.05532 | 3.71745|3.70811 [3.701623.70160| 10*
\Y 5968.42 | 12.2782{2.69862 | 2.85524(2.87645 | 2.87571 |2.87569| 10°
VI 17897.7| 5.37447(2.09334 | 1.61863{1.61837 | 1.61805{1.61804 | 10*
VII [2690258] 18.6685[7.23567 | 1.73564(1.65413 | 1.61842|1.61804| 10*
VIII | 123.9421 72.1958|1.95783 | 1.00009|1.00005 | 1.00005 | 1.00005| 10°
IX 7.28165 | 4.82740(4.39091 | 4.42524|4.31021 [4.31004 |4.31004| 10°
X 9971341 148233 {16081.0 | 1.48445(1.00040 |1.00010|1.00010{ 10°
Tabelul 1.3.
Rezultatele furnizate de solutfia exacta a problemei studiate (vezi (1.25)) sunt
date in tabelul 1.4.

Cazul Solufia exactad ,
I 16180.3399 |
11 109160.7978

11 10009990.0200
v 37015.6212
A% 287569.3725
Vi 16180.3399
VII 16180.3399
VI 10000.5000
IX 431004.0987
X 10000.9999

Tabelul 1.4.
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1.4.4. Forma generali a algoritmilor genetici si evolutivi
Algoritmii evolutivi pot fi construifi conform schemei urmitoare:

Algoritmul 1.18. (Evolutiv)
[Inifializédri] Se face ¢ = 0 si se iniializeaza P(0).
[Evaluare] Se evalueaza P(¢).
[Terminare] Daci sunt indeplinite conditiile de terminate, atunci STOP.
[Generatie noui] Se face t =t + 1 §i se selecteaza P(f) din P(t - 1).
[Adaptare] Se adapteazi P(¢).
[Ciclare] Se trece la pasul 2. B
fn acest algoritm am notat prin P(¢) populatia din generafia ¢, prin evaluarea din

AR o

pasul 2 se stabilesc masuri elementelor populatiei, selectarea din pasul 4 presupune
alegerea elementelor utilizate pentru construirea unei noi generatii care se determina
in pasul 5 prin aplicarea regulilor de derivare. Conditiile de terminare din pasul 3
stabilesc situatiile in care calculele nu mai trebuiesc facute in continuare fie din cauza
stabilit initial.

Un model de algoritm genetic in care populatiile sunt puse in corespondenta cu
vectori cu m elemente 0 si 1 este urmatorul.

Algoritmul 1.19. (fterated Hillclimber)

[Initializari) Se face t = 0.
[Terminare] Daca ¢t > MAX, atunci STOP.
[Initializare iteratie] Se selecteazi aleator vectorul curent v, §i se evalueaza v.,.

YN -

[Explorare] Se genereazi cei m vecini ai lui v, obtinuti prin schimbarea cate unui
bit in vectorul v, si se alege unul dintre ei v, care are cea mai mare valoare pentru
functia obiectiv f.
5. [Progresare] Daca f{v,.) <f{v,), atunci se face v. = v, i se trece la pasul 4.
6. |[Ciclare] Se facer=1t+ 1 gi se trece lapasul 2. @

Algoritmul anterior asigurd determinarea unui maxim local dar solutiile
furnizate pot si fie foarte departate de maximul absolut. O varianta a acestui algoritm
care de cele mai multe ori dd o aproximatie a solutiei problemei este urmatoarea.

Algoritmul 1.20. (Simulated Annealing)

1. [Initializari] Se face ¢t = 0, se inifializeazd T, se alege la intamplare un vector
curent v, si se evalueaza v,.
2. [Terminare] Daci T < g, atunci STOP.
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3. [Explorare] Se alege dintre cei m vecini ai lui v, unul v, care diferd de v, printr-un
singur bit.
4. [Progresare] Daci f{v.) < f{v,), atunci se face v, = v,; altfel se genereaza un numér
aleator r din intervalul [0, 1) si daca r << exp((f{v,) - Av.))/T), atunci se face v, =v,.
5. [Reluare] Daca v, poate si fie imbundtafita, atunci se trece la pasul 3.
6. [Ciclare] Se face T=g(T, t)si t=1+ 1 si se trece la pasul 2. B
Functia g din pasul 6 are propietatea g(7, ¢) < T, pentru orice T §i ¢. Variabila T
mai putin performante decit cele cunoscute la momentul curent. Intoarcerea devine
din ce in ce mai limitatd pe masura ce se considerd o generafie de ordin mai mare.

egeiwys

1.4.5. Observatii si comentarii.

1. In unele probleme, datele au un caracter estimativ. in asemenea cazuri este
indicat sa se gaseascd o solufie euristica apropiata de cea optimald, obfinutd mai usor
decit una optimala (vezi de exemplu [SAH77]).

2. In [FIS80] sunt citate trei metode de analizi a algoritmilor: testul empiric,
comportarea in cel mai ridu caz si analiza probabilistd. Principalul avantaj al testarii
empirice constd in acuratefea ei. Micar pentru problemele testate, performanta
algoritmului este cert cunoscuta. Pe de alti parte, testarea empirici este costisitoare §i
furnizeaza numai o informatie de natura statistica a performantei euristicii.

Analiza comportarii in cel mai rdu caz are avantajul furnizarii unei garanii
privind abaterea maximala a euristicii fatad de solufia optimala, pentru orice problema
din clasa studiata. Aceasta analiza furnizeaza de asemenea exemple pentru care euristica
studiata se comporti in modul cel mai rau. Desavantajul major al analizei in cazul cel
mai rau consta in faptul ci nu este de obicei predictiva privind performanta in medie.

Analiza probabilistd corecteaza deficienta de mai sus, ardtdnd cum se comporta
euristica pentru probleme tipice. Limitarea majorad a analizei probabiliste constd in
faptul ca nu furnizeaza o functie de densitate pentru datele problemei, alese de - bicei sub
o formi simpla. In afari de aceasta, cele mai multe rezultate probabiliste sunt asimpto-
tice in marimea problemei si nu sunt strict aplicabile problemelor de marime finita.

O observatie cu caracter general privind marginile in cazul cel mai rau, este ca
valorile lor sunt prea mari in comparatie cu performanta medie sau cu o performanta
considerata ca fiind acceptabila.
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2.1. imperéchere minimala

Punerea problemei. Fiind dat un numar par N de puncte situate intr-un plan,
se cere identificarea unei impérfiri in N/ 2 perechi a acestor puncte astfel incat suma
distantelor dintre punctele perechilor sa fie minima. B

Aplicatii posibile: construirea circuitelor electrice §i electronice, gruparea
informatiilor in baze de date.

/> /Y
\ <« ~ 1N\ \/"i"\'/

/ N T

Fig.2.1.

Euristica propusa se bazeaza pe urmatoarea procedura. Se aleg la intamplare 2n
puncte ce formeazi un ciclu de perechi altermativ conectate respectiv neconectate
(vezi figura 2.1.a). Apoi se calculeazd suma lungimilor muchiilor ce conecteazi,
respectiv, nu conecteazad puncte §i care sunt desenate cu linii pline, respectiv,
punctate. Dacd suma lungimilor muchiilor pline este mai micd decat suma lungimilor

celor punctate, atunci se acceptd imperecherea construitd. Altfel muchiile pline se
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consideri intrerupte si reciproc (vezi figura 2.1.b), objindnd astfel o valoare initiala
mai buni pentru perechile considerate. Aceastad operatie se numeste, in c..atinuare.
rotirea (engl. rotation) unui ciclu de perechi alternative.

Mai precis, alegerea ciclurilor se efectueaza astfel. Dupa ce a fost obfinuta o
configuratie de conexiuni, se elimind in mod arbitrar o conexiune dupi care unul
dintre cele doud puncte se noteazi cu “-” §i se numegte coada si celilalt se noteazi cu
“+” si se numeste cap (vezi figura 2.2.).

coadi g M\f

cap

Fig. 2.2.

in continuare se incearci identificarea unui ciclu corect construit, adici formal
din muchii alternativ pline §i punctate, pe calea conectirii capului cu unul dintre
nodurile anterioare, situate pe drumul coada-cap. Un asemenea ciclu este aratat pe
figura 2.3.a). Doud exemple de cicluri necorect construite sunt aritate pe figurile
2.3.b) si 2.3.c). Intr-o versiune mai eficientd, construirea ciclului se efectucazi pe
calea extinderii drumului inifial identificat in doud direciii, atat dinspre capul cat si
dinspre coada drumului.

coadd .7 R\Nﬂt coadd .7 Mt

7/ 4

- N - ~
% \\ N - .
’ N 4 N
’ \ AN s .
+ \ - o~ -
,,\_,.,--"/. ~ /
a) b)

coadi . ’%\H(’

Fig. 2.3.

In cadrul algoritmului exista mai multe detalii expuse in continuare.
1. La elaborarea configuratiei inifiale se poate adopta o strategie mai mult sau mai
putin Greedy, dar s-a constatat cd viteza convergentei depinde foarte pufin de
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acest factor. Din acest motiv, este acceptabil ca mulfimea initiald a perechilor si
fic elaborata pe calea parcurgerii la intdmplare a punctelor (nodurilor) si
identificarea succesivd a celui mai apropiat vecin. Dacd nu existd vre-un vecin
liber, atunci se alege la intimplare un nod liber.

2. In testirile efectuate, numirul de vecini a fost K = 17. Aceasti alegere e motivati
de faptul ca in acest fel au putut fi analizate latice cu cate 20 000 de noduri.

3. Fiecirui nod din lista vecinilor i se atribuie o pondere care descreste cu distanfa:

py=const e e e
unde, /, este distan{a la vecinul £, 1 0 constanta pozitiva §i:

kgpk = 1.

Pentru selectarea nodului pereche au fost utilizate urmétoarele doud metode:

a) Folosind un generator (pseudo-)aleator, se identifica un & cu probabilitatea py.
Daca eticheta acestui nod este nepozitivd §i dacd acest nod nu a fost mai
inainte legat cu capul actual, atunci el este acceptat. Altfel cdutarea este
reluati pani se identifica un nod acceptabil.

b) Se incepe la fel ca mai sus. Daca insd nodul are eticheta “+” sau este deja
conectat cu capul, atunci se cautd Greedy cel mai apropiat nod accegi:ibil.

Testarile efectuate au demonstrat ca metoda b) este mai eficienta (mai rapida)

decat metoda a), dar nu intr-un mod esential.

4. Dupid cum s-a mai amintit, continuarea cautarii poate avea loc la ambele capete
sau numai la capul drumului anterior identificat. Rezultatele obfinute arati ci
prima strategie este ceva mai eficienta.

5. Prima pereche ce este desfacuta (brocken) poate fi aleasd aleator, sau astfel incat
lungimea muchiei corespunzitoare sa fie mai scurta sau mai lunga decat lungimea
medie. Cu toate ci s-ar pirea ci este mai eficientd alegerea unei muchii mai lungi,
experientele au demonstrat ca prima pereche poate fi aleasa aleator.

6. Dupa construirea unui ciclu, se poate continua de la aceeasi pereche inifiald de
noduri sau se cauti altd pereche. A doua varianta s-a dovedit ceva mai eficienta
decit prima.

7. Dupi ce a fost construit un ciclu, se poate trece la rotirea lui dacé aceasta operatie
micsoreaza lungimea sau la identificarea altui ciclu. A doua varianta pcace fi mai
convenabild, deoarece evitd consumul de timp necesar identificarii optimalitatii.

Algontmul prezentat s-a dovedit fearte robust deoarece s-a comportat foarte
bine in majoritatea testarilor. Folosind o structurd de date adecvata programele ce
corespund diferitelor variante ale algoritmului pot fi usor construite gi se dovedesc
foarte eficiente.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



110 Algoritmi euristici

2.2. Problema rucsacului

Problema rucsacului a mai fost abordata in in paragrafele 1.1.2.3.3. 5i 1.1.2.5.1.
In continuare vom da alte metode de rezolvare si caracteristici ale solutiilor ei.

2.2.1. Algoritm euristic eficient pentru problema rucsacului

Algoritmul 1.3. prezentat anterior poate avea o comportare arbitrar de
neeficientd dupa cum se vede din exemplul urmator.

Exemplul 2.1. Fie un numir intreg x > 2 oricit de mare §i o problema a
rucsacului cu capacitatea M = x si doud obiecte ale ciror ponderi sunt w; =1 siw, =x
si cu profiturile p; = 2 §i p, = x. Obiectele sunt deja ordonate necrescator in raport cu
densitatea profitului deoarece p, / w, = 2 este mai mare decit p, / w, = 1. Prin
aplicarea algoritmylui 1.3. se plaseazd mai intai primul obiect in rucsac deoarece
w, < M si algoritmul se termina cu profitul 2. Al doilea obiect nu se mai poate pune
deoarece s-ar depdsi capacitatea rucsacului. Evident cid valoarea optima se obfine prin
plasarea celui de al doilea obiect in rucsac, in acest caz obfindnd profitul x. Deci
algoritmul Greedy furnizeaza o valoare de x / 2 ori mai mica decét cea optima. B

Algoritmul 1.3. poate fi modificat usor pentru a obtine o solujie mai buni in
cazul in care nici un obiect nu are o pondere mai mare decat capacitatea rucsacului.
De altfel astfel de obiecte ar putea si fie ignorate pentru ca ele nu pot fi puse ' n rucsac
in nici o solutie. Algoritmul transformat este urmatorul:

Algoritmul 2.1. AL(L p, w, M)

1. [Profit maxim] Se determina valoarea maxima p; a profitului dat de un obiect.
2. [Profit dat de L] Se determina valoarea v furnizata de algoritmul 1.3.
3. [Terminare] Se furnizeazi cea mai mare dintre valorile determinate in pagii 1 st 2,
apoi STOP. m
Teorema 2.1. Solutia furnizatd de algoritmul 2.1. este cel putin jumaitate din
solutia optimala.
Demonstratie. Fie opt solutia optimala si so/ cea furnizatd de algoritm. Fie /

cel mai mic intreg astfel incat ﬁw,. > M in ipoteza ca rucsacul nu poate confine toate
i=1
obiectele. Fie apoi o problemd modificatd care fcloseste aceleasi obiecte dar

capacitatea rucsacului are valoarea M = tw,. In acest caz, algontmul Greedy
i=1

furnizeaza solutia optimala (vezi [HOR78]) avand valoarea opt‘ = _t]p,-. Este evident
I=
cé solutia problemei originale nu poate fi raai mare decét cea a problemei modificate,
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=
deci opt < opt‘. Pe de alta parte v 2 gpi, unde v este valoarea din pasul 2, deoarece
i=

algoritmul 1.3. va introduce sigur primele / - 1 obiecte in rucsac inainte de a eyua
plasarea obiectului /. in plus p; > p;, unde p; este cea mai mare valoare a profitului
determinati in pasul 1 al algoritmului. Tindnd seama de cele mentionate mai sus si de
inegalitatea:
max{x, y} 2 (x +y)/ 2,

rezulta ca:

p 5

sol=max{p,v}2(p+v)/22(p+ Z;p,)/2= 2P [2=opt'1220p:!2,
i= i=

adica algoritmul 2.1. da o solutie egala cu cel putin jumatate din cea optimali. B

2.2.2. Algoritm aproximativ polinomial pentru problema
rucsacului

Algoritmul ce urmeaza furnizeazd o solufie saproximativa pentru problema
rucsacului cu n obiecte, unde: E, = {l, 2, ..., n} este mulfimea obiectelor, w; € Z" sunt
greutdtile, p; € Z* sunt profiturile obiectelor §i M € Z* este capacitatea rucsacului. Se
presupune ¢a w; < M, pentrui =1, 2, ..., n. Acest algoritm este polinomial aproximativ
in sensul ca necesita un timp polinomial in marimea / a datelor problemei rezolvate.

Algoritmul 2.2. (Rucsac)
(Initializari] Poax =0, k=[1/¢l- 1.
2. [Ordonare] Se sorteazi obiectele dupé densitatea profiturilor astfel incat
piwmzp /w2 2p,/w,
3. [Ponderi] Pentru fiecare submultime S < £, cu |S| < ki ‘_ezsw,- < M se face:
PR W= B
4. [Ciclare] Pentruj=1,2, ..., n: Dacd; ¢ Ssi W+ w; <M, atunci, se face:
P=P+p; W=W+wj; Py = max(Ppay, P).
5. [Terminare] Se furnizeaza P,,,, $i STOP. B
Algoritmul enumera toate submultimile cu k ori mai pufine elemente, dupa care
o procedura greedy este aplicatd fiecdrei asemenea submulfimi. Se poate arita ca,
pentru k= [17¢&]-1<n,acest algoritm este polinomial.

2.2.3. Teste de realizabilitate

Punerea problemei. Si se deducd margini inferioare pentru timpul necesar
gasini de solutii aproximative ale problemei rucsacului pentru algoritmi ce folosesc
oracole in vederea efectuarii testelor de realizabilitate (feasability) si dominanti. B
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In teorema ce urmeazi se deduce o margine infericard a programelor ce
folosesc teste de realizabilitate dar nu gi teste de dominant{d, §i nu se utilizeazi
ordonarea obiectelor dupa densitatea profitului. O submulfime S C E, este realizabila
daci satisface conditia, folosita in programul de mai inainte, ,ng" <M. in caz contrar,
mulfimea S se numeste nerealizabild. Pentru orice S c E,, se definesc marimile
w(S) = ieZSw,. si p(S) = ‘_:Z.S p;- Cu R, » se noteazd un oracol in care sunt memorate

Wi, Wy, ..., W, $i M. Oracolul de realizabilitate folosit in continuare este definit astfel:
<, daca wW(S)<M,
Rus(S) = {=, daci W(S)=M,
>, daca w(S)>M.

Un asemenea oracol este mai riguros decat oracolele “da-nu” folosite in schemele
aproximative. Mai jos se foloseste notatia y= [1/7¢6]- 1

Teorema 2.2. Orice algoritm g-aproximativ, adicd un algoritm care furnizeaza
o solutie realizabila cu eroarea ¢, 0 < £< 1, pentru problema rucsacului, care are acces

la w; si M numai prin intermediul unui oracol de realizabilitate, folosegte cel putin (}'3)

apelan ale oracolului.

Demonstratie. Pentrun >25i 0 < &< 1, fiem € Z* astfel incit 1 <m < 1/ g5i
|n/2 - m|si fie minimali. Daca2/(n+2)<e<1,adicin/2+121/g> 1, atunci

m=y Dacd 0 < g< 2/ (n+ 2), atunci m = [n /2] in ambele cazuri, (":JZ(;')

Demonstratia teoremei constd in a arita cd nici un algoritm care are acces numai la
w; $i M, prin intermediul oracolului descris, nu poate garanta faptul ci eroarea relativi

a solutiei furnizate este marginita de &, daca acest algoritm foloseste mai pu’:1de (:J
apeluri la oracol.
. . o < < ny . _.
Fie 4 un algoritm g-aproximativ care apeleaza oracolul sau de r < (m) ori. Fie o

problema a rucsaculuicu p; = 1; w;=2; pentrui= 1,2, .., nsiM=2m - 1. Evident ca
R, , furnizeaza raspunsul “<* pentru orice S ¢ E, cu |S| < m si raspunsul “>* pentru
orice S ¢ E, cu |S| 2 m. Pentru intrarea /I, algoritmul 4 apeleazid pe R,y pentru
multimile Sy, S,, ..., S,, unde S; c E,, 5i furnizeaza raspunsul realizabil S,.,. Deoarece

(";) > r si |Se| < m, pentru cd S, este realizabil, rezultd ca existd o submultime

So C E, astfel incat |Sy| =m §i Sy 2 S;, 1 <i <r+ 1. Fie acum intrarea I’ definiti prin:
W m, dacdi € S,

v 2 - ;=
i=\m+1, daciies, M=M/(SO)=m sip;=p,pentrui=1,2,..,n
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Pentru fiecare S;, I <i<r,
IS] < m implici w'(S) < (m+ 1)|S|<(m+ 1) (m-1)=m*-1<M
si, deoarece fiecare S;, 1 <i <r, cu |S] > m, difera de S, macar cu un obiect,

IS{>m implici w(S)2(m+ 1) +m-(IS|- )= (m+ D)+m(@m-1)=m’+1>M.
Prin urmare, pentru fiecare S;, 1 <i <r, R, m{S;) = R.4AS;). Deoarece oracolele R, »
si R,y se comporta la fel pentru fiecare S;, | <i<rsip;= pi, 1 <i<n,rezultd ca
algoritmul 4 nu poate distinge pe / de I’ in r apeluri ale oracolului §i furnizeazi
acelasi raspuns S, pentru ambele probleme. Deoarece Sn, este realizabil pentru I,
rezultd cd |S.,| < m, astfel incdt p’(S.+,)< m - 1. Atunci eroarea relativa a lui S.;
pentru problema I’ este:

pS)—P{Smst) _m-(m-1) |

p(S) = Tme

ceea ce contrazice ipoteza cd 4 este un algoritm cu oracole g-aproximativ. Jeoarece

o a n - . .
m a fost ales astfel incat (,','Jz(y), rezulta ca (;) este o margine inferioara pentru

numarul de apeluri ale oracolului in vederea garantarii unei erori nu mai mari decat .

2.2.4. Cazul densititilor ordonate ale profitului

In ipoteza ci densitatile profiturilor sunt preordonate, adicd ordonate inainte de
aplicarea algoritmului, ca in paragraful 2.2., are loc teorema ce urmeaza.

Teorema 2.3. Orice algoritm gaproximativ pentru problema rucsacului, care

are acces la w; si M numai prin intermediul unui oracol de realizabilitate, foloseste cel

. (n . . . . -
putin (r) apelari ale oracolului, chiar daci obiectele la intrare sunt sortate astfel incat

pi/ wW; Zp,'.” / Wisl, pentm = l, 2, oy -1.
Demonstratie. Pentru n > 2 §i 0 < £< | se identifici un m € Z" astfel incat

1 <m<1/esi|n/2 - m|este minimala (ca in teorema 2.2.). Sa presupunem ca A4 este
un algoritm cu oracole g-aproximativ care apeleazi oracolul siau de realizabilitate de
n . . . [ P
r< (m) ori. Fie x cel mai mic intreg astfel incat:
(n-1)(m-1)
AT >
x> me 20
Fie apoi 7 problema rucsaculuvi cup;=x+n+i,w;=2, pentrui=1,2, .. nsi
M = 2m-1. Deoarece p; > pi. §i w; = Wi, pentru | <i <n, rezultd p; / w; 2 piy / Wi,
pentru 1 </ <n, aga cum se presupune in enunful teoremei. Ca si in teorema 2.2, R,
furnizeazi raspunsul “<* pentru orice S ¢ E, cu |S| < m si rispunsul “>“ pentru orice
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S c E, cu |§] 2 m. Algoritmul A apeleazi pe R, pentru mulfimile S;, S5, .. S,, unde
S; € E,, si furizeaza solutia realizabila S,.,. Deoarece :’ > r§i [Sq| < m, existd o

submulfime S, c E, astfel incat |Sy| = m 1 So # S;, 1 <1 < r + 1. Fie acum altd
problemi I’ cu:

M/={Jc+n—2, dacd i€ S,

=\ x+n-L. dach ig S, M'=w(Sp)=mx+n-2) i pj=p;=x+n-1, 1<i<n.

Pentru orice | < < r au loc relatiile:
£;_> xtn—i .. Pisl S X+n—i—1

W, " x+n-1 3 Wi~ x+n-2"

de unde, asa cum s-a cerut,
PVt 1 i—‘DL>—'—LpI'+ 1<i<n
Wopr, = Y wEW, e
Pentru fiecare §;,, 1 <i<r:
IS| <m implica w’(S))<(x+n-1)|S{<(x+n-1)(m-1)=M -((x+n)-(m+1)).
in continuare, m >0, £> 0 sim<1/gimplicd 0 <m £< 1, de unde:

x>(n—_l_l)%";—l)>(n- D(m-1)si(x+n)-(m+1)>nm-2m =0, pentru orice n > 2,

Rezulti ca |S;| < m implicd w’(S;) < M’. Deoarece fiecare S;, 1 <i <r, cu|S]| 2 m difera
de Sy micar cu un obiect, |S;| 2 m si Sp = S; implica:
wSH)zx+n-D+(x+n-2)(S]- 1=
2x+tn-D+@x+n-2Y(m-D=mx+n-2)+1>M.

Prin urmare, pentru fiecare S;, 1<i<r, R, 4 {(S;) = R, .(Si). Deoarece oracolele R, y §i
R, u se comportd la fel pentru orice S;, 1<i<r, 5i p; = p}, pentru 1 < i < n, 5i ambele
multimi de obiecte sunt sortate conform densitétii profiturilor, algoritmul 4 nu poate
distinge problemele 7 i I’ in r apeluri ale oracolului §i furnizeaza aceeasi solutie Sp.

Deoarece S, este realizabild pentru /, rezultd cd |S.,| < m. Rezultd ¢d o
margine slabi (engl. loose bound) pentru p’(S,.,) este:
P S)<(m-1)y max pi=(m-1)(x+n-1).
1<i<n

Faptul ca S, este o solutie realizabila pentru I’ si |Sy| = m, implica:
p’(Se)=2m min pi=mux.
1:5i<n

Eroarea relativa a lui S, ca solutie pentru problema !’ este, prin urmare, cel putin
egald cu:

P(So)'P(Sr+l) > mx—(m=1fx+n-1) _1 (n=1m-1) sl _l-me_,
P(SO) = mx m mx m  m :
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Acest rezultat contrazice ipoteza cd 4 este un algoritm s-aproximativ cu oracole i,

. P < n
prin urmare, marginea inferioara este egalicu |, |. ®

2.2.5. Algoritmi genetici pentru problema rucsacului

Vom considera trei tipuri de probleme ale rucsacului §i anume:

1. Problema necorelata, in care atat w; cét si p;, pentru i = 1, 2, ..., n, iau valoni
aleatoare din intervalul [1, v], unde v este un numar natural dat.

2. Problema cu corelatie slaba, in care w;, pentru i = 1, 2, ..., n, iau valon aleatoare
din intervalul [1, v}, unde v este un numar natural dat, §i p; = w; + u;, unde u; este
un numdr aleator din intervalul [-r, 7], cu » numaér natural dat, pentrui=1,2,..., n.
3. Problema cu corelatie tare, in care w;, pentru i = 1, 2, ..., n, iau valori aleatoare
din intervalul [1, v], unde v este un numair natural dat, §i p; = w; + r, unde r este un
numdr natural dat, pentrui= 1,2, ..., n.
Cu cit corelafia este mai mare, cu atét este mai mica diferenta:
m‘ax pi! wi- ml_iﬂ pil wi,
de unde rezulta ca o problemi cu o corelatie mai mare este, in general, mai dificila.

In experimentirile ficute s-a considerat v = 10 si » = 5. Pentru teste au fost
folosite cate trei randuri de date pentru fiecare tip de problema aviand un numar de
elemente n = 100, 250 si, respectiv, 500. Se pot considera doua tipuri de probleme:

* rucsac de capacitate restrictiva in care capacitatea rucsacului este M, = 2v;

in acest caz solufia optimala confine numai citeva elemente;

e rucsac de capacitate aleatoare in care capacitatea rucsacului este M, = % iw,.;
i=
in acest caz solufia optimala confine circa jumatate dintre elemente.
Au fost concepute trei tipun de algoritmi: algoritmi A,(i) bazafi pe functii de
penalitate, algoritmi 4,(i) bazati pe metode de rectificare §i algoritmi 4i) bazati pe
decodificatori. Vom prezenta in continuare aceste tipuri de algoritmi.

Algoritmii A,(/). In acesti algoritmi, solutiile sunt reprezentate sub forma unor
vectori x cu n elemente cu valon 0 si 1; se selecteaza al i-lea element penti a fi pus
in rucsac daca §i numai daci x; = 1. Evaluarea unui vector x se face dupa formula:

eval(x) = g.r,—p,— - pen(x),

unde functia de penalitate pen(x) este 0 pentru orice solutie corecta x, adica acelea

pentru care ixiw, < M, si fiind strict pozitiva in caz contrar. Se pot folosi mai multe
i=!
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strategii pentru calculul penalitatilor. Urmdtoarele trei exemple considera cresterea
penalitdfii logaritmic, liniar §i, respectiv pitratic, in raport de masura depagirii:

Ax(1): pen(x) = loga(1 + p( Exw; - M),
A4,(2): pen(x)= p(Lxw, - M),

A,(3): pen(x) = (p (’g xw; - M)

in formulele anterioare s-a motat p= max p, / w;.
4

Algoritmii A,(j). In acesti algoritmi, solutiile sunt reprezentate tot sub forma
unor vectori x cu n elemente cu valori 0 si 1; se selecteazi al i-lea element pentru a fi
pus in rucsac dacd §i numai dacd x; = 1. Evaluarea unui vector x se face dupa formula:

eval(x) = Z:l Xip;i,

unde x‘ este versiunea rectificatd a vectorului original x. Sunt doud probleme de
rezolvat in acest caz. In primul rand trebuie si fie stabiliti o strategie de rectificare gi
in al doilea rand trebuie stabilitd probabilitatea cu care vectorul rectificat inlocuieste
vectorul din care provine in populatie. Aceastd probabilitate poate fi cuprinsi intre
0 si 1. Orvosh si Davis au stabilit regula 5% prin care se stabileste ca cele mai bune
rezultate se obfin daci se considera probabilitatea de inlocuire de 0.05.

Procesul de rectificare se desfagoara dupi urmétorul algoritm:
Algoritmul 2.3. (Rectificare)

1. [Initializare] Se face x* = x.

[Terminare) Daca igx;w, < M, atunci STOP.

[Alegere] Se alege un element i din rucsac, adica un indice cu x; = 1.
[Eliminare] Se elimini elementul i din rucsac, adici se face x; = 0.

v AW N

[Ciclare] Se merge la pasul 2. B

Dintre strategiile de alegere din pasul 3 se pot mentiona urmitoarele doui care
duc la doua tipuri de algoritmi prin rectificare:

o A1) (rectificare aleatoare): alegerea se face aleator.

o A1) (rectificare Greedy): alegerea se face prin luarea in considerare a
elementului cu cel mai mic profit dintre cele din rucsac; daca sunt mai nulte cu
acelasi profit se alege oricare dintre ele.

Algoritmii A /). Cei mai naturali d=codificatori pentru problema rucsacului se
bazeazd pe reprezentarea intreagd. Fiecare cromozom cstc un vector de n intregi,
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cel de al i-lea element al vectorului fiind un intreg cuprins intre 1 §i n - i + 1.
Reprezentarea aceasta se pune in legdturd cu o listd de elemente L. Vectorul se
decodifica prin considerarea §i eliminarea din lista curentd a elementului respectiv.
De exemplu, incepind cu lista L = (1, 2, 3, 4, 5, 6), vectorul x=(4, 3,4, ., 1, 1) se
decodificd astfel: se considerd 4 obtindnd lista L = (1, 2, 3, 5, 6), se considerd 3
obtinand lista L = (1, 2, 5, 6), se considerd 6 objinédnd lista L = (1, 2, 5), se considera 1
obtinand lista L = (2, 5), se consideri 2 obtinand lista L = (5) i, in final, se consideri
5 obtindnd lista L = (). Deci decodificarea vectorului este (4, 3, 6, 1, 2, 5).

Fiecare cromozom poate fi interpretat ca o strategie de introducere a
elementelor in rucsac. In plus, aplicarea unei incruciseri intre doi cromozomi fezabili
produce tot cromozomi fezabili. Operatorul mutatie se defineste similar ca pentru
cazul binar: se alege la intimplare pentru pozifia i orice numar cuprins intre 1 si
n- i+ 1. Algoritmul de decodificare este urmatorul:

Algoritmul 2.4. (Decodificare)

[Inifializare] Se construieste o listd de elemente L, se facei=1, W=0si P=0.
[Terminare] Daca i > n, atunci STOP.

[Eliminare] Se face j = L(x;) si se elimini al x;-lea element din lista L.

[Adaugare] Daca W + w; < M, atunci se face W= W + w; si P= P + p; (se adaugi
elementul j la rucsac).

5. [Ciclare] Se face i =i+ | si se merge la pasul 2. @

e

Algoritmii bazati pe decodificare difera doar prin modul de construire a listei L.
Pot fi considerate, de exemplu urmatoarele doua strategii:

o A1) (decodificarea aleatoare): se considera o ordine aleatoare a elementelor, de
exemplu ordinea de intrare.

e AA1)(decodificarea Greedy): sc punin lista L in ordinea descrescitoare a profituri-
lor; daca sunt mai multe elemente cu acelasi profit se considera o ordine oarecare.

S-au facut experimentari pe populatii de 100 de cromozomi cu probabilitatea de
mutatie 0.05 §i probabilitatea de incrucisare 0.65. Masurarea performantelor a fost
facutd prin refinerea celor mai bune solutii obfinute din cate 500 de generatii. S-a
observat ca pentru un numar mai mare de generatii se produc, in gener-!, putine
modificdri. Rezultatele prezentate in tabelul 2.1. reprezinti valorile medii din cate 25
de experimente. Datele nu au fost sortate in raport de profit. Tipul de capacitate M,
este cazul capacitafii restrictive si M, este cazul cu capacitate aleatoare. Rezultatele
din metodele 4,(1) si 4,(2) s-au obfinut aplicand regula 5%. Orice alte probabilitati de
alegere a inlocuirii prin vector rectificat dau diferente nesemnificative.
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|r Core- (Numdr | Tip metoda

| tatic | clem. | capac. | 4(1) | 4,2) | 43) | 401 [ 42) | 441) |[442)

ideloc o | M, X X X | 629 | 940 | 635 [ 59.4

. M, | 398.1 | 341.3 | 342.6 | 344.6 | 371.3 | 354.7 [353.3

! 250 | M, X X X | 626 | 1351 | 580 | 60.4

M, | 9196 | 837.3 | 825.5 | 842.2 | 894.4 | 867.4 |857.5

00 | M, X X X 63.9 | 1562 | 61.0 | 61.4

M, 17122 1570.8|1565.1 |1577.4 | 1663.2 | 1602.8[1597.0

slab | 100 | M, X X X 39.7 | 51.0 | 382 | 384

M, | 4085 | 327.0 | 328.3 | 330.1 | 358.2 | 333.6 (3323

250 | M, X X X 437 | 740 | 42.7 | 447

M, | 9208 | 791.3 | 788.5 | 798.4 | 852.1 | 804.4 |799.0

500 | M, X X X 445 | 93.8 | 43.2 | 445

M, |[1729.0 | 1531.8]|1532.0 | 1538.6]1624.8 | 1548.4(1547.1

lare 100 M, X X X 61.6 | 90.0 | 59.5 | 59.5

| M, | 741.7 | 564.5 | 564.4 | 566.5 | 577.0 | 576.2 [576.2

: 250 | M, X X X 65.5 | 117.0 | 65.5 | 64.0

i M, [1631.9 | 1339.5[1343.4 | 1345.8(1364.4 | 1366.4]1359.0

| 500 M, X X X 67.5 | 120.0 | 67.1 | 64.1

!____f__L_ M, [3051.6 | 2703.8|2700.8 [2709.5 | 2748.1 | 2738 22744.0

Tabelul 2.1.

Principalele concluzii ce se pot trage din experimentari sunt urmaétoarele:

e Algoritinu bazafi pe penalititi nu determina rezultate fezabile pentru problemele

cu Lapacitate restrictiva (M) oricare ar fi numadrul de elemente sau corelatia.

e Pentru problemele cu capacitatea aleatoare a rucsacului (M;) cele mai bune

rezultate au fost obfinute prin algoritmul cu penalitate logaritmica 4,(1).

e Pentru problemele cu capacitatea rucsacului restrictivd (M;) cele mai bune

rezultate au fost obtinute prin algoritmul cu rectificare Greedy 4,(2).

2.3. Algoritmi aproximativi pentru probleme de

aritmetica combinatorie

Punerea problemei. Se prezintd o tehnica generala de aproximare pentru o

clasi largd de probleme NP-dificile in cadrul carora se efectueazi calcule &i tmetice,

Drept probleme reprezentative cunoscute se mentioneazd problema rucsacului §i cea a

produsului submulfimilor. B
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Aplicatii posibile: compilatoare de limbaje de programare, programarea
calculatoarelor.
In continuare vom folosi notatiile:
Py(A) - mulfimea submultimilor finite ale lui A4;
t - functie cu valori in Py(Z") calculata in timp polinomial cu algoritm nedeterminist;
(4, )y - problema de optimizare NP, unde Ext = max sau Ext = min.
sol(a) - solutie a problemei (4, )z,
op(a) - solutie optima a problemei (4, )z
Ap - algoritm aproximativ.

2.3.1. Modul de prezentare al calculelor

Fie dati (a,, ay, ..., a;) € (Z+)" si k - | operatii binare f(x, ), ..., Br.i(x, ), nu
neaparat distincte, definite pe intregi. Fiecarei secvente (a\, £, a2, B, ..., a1, Pr1, @)
1 se asociaza o secventa de calcule (m,, my, ..., m;) definita astfel:

a)m, =a,.

b)pentrui=1, ... k-1, my = B(m, au.).

De exemplu, pentru secventa de calcule (3, x’, 2, x + y, 1), secventa rezultatelor
succesive este (3, 9, 10). Valoarea lui m, se numeste rezultatul calculelor.

Definitia 2.1. Pentru o multime data B de operatii binare, problema Pr1(B) este
urmatoarea: fiind data secventa (a,, ..., a,, b), sd se gaseascd cel mai mare intreg k
pentru care sunt satisficute conditiile:

1. pentru un i, € {1, 2, ..., n}, k este rezultatul calculului efectuat cu secventa

(a,b,a,-()+|,...,a,,) pe B, si
2. k<b.m
Fie operafia binara u, definiti astfel: u,(x, ») = x. In acest caz, Pri(u,, x, y) este
o versiune a problemei rucsacului numitd problema submulfimii de suma maxima si

care se formuleazi astfel: fiind datad secventa (a,, ..., a,, b), sd se maximizeze I g p;
cug e {0, 1} astfel incat X g a, < b.

Definitia 2.2. Operatia # € B este crescatoare dacd f(x, y) 2 x pentru toti
xy>0,x,yecZ M

Operatiile x + y, xy, x”, ', u, sunt crescatoare, pe cand x - y §i y - x nu sunt
crescatoare.

In continuare, se prezinta un algoritm care, pentru fiecare secventi a = (a;, a,,
..., a,, b) furnizeaza valoarea lui op(a) intr-un timp de ordinul O(n op(a) log (a)).
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Algoritmul 2.4. (Calcul-optim) Intrare : a=(a,, ..., 3, b). Iesire : op(a).
1. [Inifializdri] Se face i=1§i T=O.
2. [Completare T] Daca T # <, atunci, pentru fiecare s din T, se face:
T=Tu{f(s,a)|p e Bsifs, a) < b}.
[Adaugare element nou] Se face T=T v {a;}.
4. [Terminare] Daca i = n, atunci STOP (furnizeaza max(7T)).
[Ciclare] Se face i =i + 1 si se merge la pasul 2. W
Este usor de vadzut ca la terminarea parcurgerii algoritmului 2.4. valoarea lui
max(7) este op(a). Utilizdnd o structura convenabild pentru reprezentarea lui T
(de exemplu, arborii 2-3 din paragrafele 4.9-4.10 din [AHO74]) se poatc arita ca
timpul de executie al pasilor 2-5 este de ordinul O({B| |T] log|T]). Timpul de executie
al celorlalfi pasi este constant. |B| este constant, deoarece T confine numai intregi
pozitivi mai mici sau egali cu op(a) pe tot parcursul executani algoritmului. Rezulta
ca timpul de execufie al algoritmului este de ordinul O(n op(a) log op(a)).

2.3.2. Metoda condensarii

Definitia 2.3. Fie (m,, m,, ..., m) secventa rezultatelor obtinute dupa efectuarea
calculelor descrise de (a), B, as, fo, ..., Gr1, Pr, a) 1 fie 0 < § < 1. O secventd
(m{ M., m;() este 0 &condensare a secventei (m,, my, ..., my) dacd existd o secventd
(hy, hy, ..., by) € Rfcu0< h; < &, astfel incat:

aAym =m (1-h)=a,(l-h),

b) m,, =[,B,-(m,’-,a,-+,)](l—h,-+,), pentrui=1,2, . k-1.8

Definitia 2.4. Un algonitm A, este e-aproximativ pentru probleme (4, {)ma, daca
pentru tofi a € A4, A,(a) € t(a) si A(a) = (1 - €) op(a). W

Definitia 2.5. Un algoritm (A, 1) csle complet aproximativ daca pentru orice

£> 0 exista un algoritm s-aproximativ al lui (4, 1),., avdnd complexitatea Q(/(a),1/¢),
unde Q este un polinom in doua variabile $1 /(a) cstc lungimea lui a. B

Algoritmul 2.3. descris in continuare este un algoritm complet polinomial
pentru Pr1(B), unde B este orice submulfime a lui {x + y, xy, u,}.
Algoritmul 2.5. (Calcul-limitd): Intrare : 2= (a, ..., 4, b) € (Z)™, £> 0.
Iesire: un intreg k € #(a) astfel incat op(a) > k> op(a) (1 - &).
1. [Initializare] Se face r = max(1/¢, n), 5= 1/ r* (S este parametrul de condensare),
i=1siT=0.
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2. [Completare] Daca T # O, atunci se face: T=T U {f(s, a;) | B € Bsi B(s, a;) < b},
pentru fiecare s din 7.

[Adaugare element nou] Se face T=TuU {a,}.

[Sortare] Se sorteaza T (se presupune ca T = (sy, ..., Sx), Si < Si+1)-

[Terminare] Daca i = n, atunci STOP (furnizeaza §,).

[Initializare condensare] Se face j =1, k= 2.

[Elimindri] Atata timp cat k<tgis;/s,>1-0,seface T=T- {s;} sik=k+ 1.
[Ciclare eliminari] Daca k<t, atunci se face j = k si k= k+1 si se merge la pasul 7.

A S A

[Ciclare] Se face i «— i + | §1 se merge la pasul 2. W

Teorema 2.4. Pentru fiecare £0, algoritmul 2.5. d@ o saproximare pentru
Pr1(B), unde B C {x + y, xy, u} de complexitate O(max{/*(a), ’(a)/ &}) in timp. W

Exemplul 2.2. Modul in care opereaza algoritmul 2.4. poate fi ilustrat pe
urmitorul exemplu al problemei rucsacului: (ay, a;, a3, a4, b)=(1, 3,4, 6, 7).

I a; T

1 1 T=0,T={1}

2 3 T={1}u{1+3},T={1,1+3,3}

3 4 T={1,1+3,3,1+4,3+4}, T={1,1+3,3,1+4,3+4,4)
4 6 T={1,1+3,3,1+4,3+4,4,1+6}

Tabelul 2.2.

Modul de efectuare a calculelor este prezentat in tabelul 2.2. Rezulta solutiile:
3+4=7st 1+ 6=7. Multimea T a elementelor distincte este = {1, 4, 3, 5, 7} si se
vede cid |[T] = 5 < op(a).

2.4. Selectarea si ordonarea dispozitivelor de orientare

Punerea problemei. Pentru asamblarea automata a unor aparate este necesara
alimentarea masinilor de montaj cu piesele componente corect orientate. Ciientarea
acestor piese se¢ realizeaza cu ajutorul unor dispozitive conectate in serie, fiecare
dispozitiv efectuand o anumita operatiec de orientare. Problema de rezolvat consté in
calculul eficientei unui sir de dispozitive de orientare, adicd a probabilitdfii unei
orientdri corecte a unei piese dupa parcurgerca dispozitivelor. B

Aplicatii posibile: fluxuri de productie, formarea garniturilor de tren.

Enuntul problemei pentru doua orientiri. Pentru cazul, cel mai simplu, a
doud orientiri, o multime N = {1,2,...,n} de dispozitive si o multime M = {1,2,...,m}
de piese, eficienta unui dispozitiv este definitd, pentru fiecare i € N, j € M, de o
matrice 2 x 2 de forma:
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fa,., b,-/-—l
Pl d)

i if

cu conditiile 0 < ay;, by, ¢, djy < 1, a; + b; < 1, ¢; + dij < 1. Fie r; probabilitatea ca o
piesd de tip j sa fie corect orientata inainte de a intra in dispozitivul i/ si (); numarul de
piese de tip j. Atunci /; = [7, 1 - n;] este distributia orientarilor initiale ale piesei j §i

S =Q/ ile proportia pieselor de tip j. Dacd se noteazd cu 7, probabilitatea
j:

orientdrii corecte a piesei j dupa ce a trecut prin dispozitivul %, atunci orientarea la
iesire gy = [74 1 - 7] este egald cu produsul /; - P; si 7 are valoarea
m a; + (1 - m) c; si se numeste eficienfa dispozitivului k pentru piesa j avind
orientarea inifiala /.

Un sistem serial de orientare poate fi definit ca fiind o permutare pe mulfimea
celor N dispozitive. Fiind data o permutare w = {i,, i, ..., iy}, sistemul poate fi definit
drept o colectie de mul{imi ordonate de matrici:

(B(W) =P Py By € M,
unde P{y) este multimea ordonatd a matricilor P; pentru piesa j. Eficientele
corespunzatoare, adicd 7{ ), j € M, sunt date de:
(), 1 - ()] =1; P(w) = [1;, 1 - ] PAW).
Eficienta ponderata a sistemului este:
m= X S,
unde §; sunt date.

Ipoteze. In continuare sunt enunfate trci ipoteze privind P; in vederea simplifi-
cdrii analizei euristicilor propuse. Aceste ipoteze sunt satisfacute in multe situatii reale.
1. 0<ay,c;<1.

2. Piesele nu sunt respinse de nici un dispozitiv, adicd a; + b; = c; + d; = 1.
3. Piesele corect orientate sunt preferate de dispozitivul folosit, adica a; > c;;.

Teorema 2.5. Daci matricile P; satisfac ipotezele 1,2,3, atunci matricile
multimii P{y) satisface aceleasi ipoteze pentru fiecare j € M i fiecare pern..tare y a
mulfimii V.

Demonstratia fiind simpla este omisi. B

Problema selectiei i orientarii dispozitivelor. Fie m piese si n dispozitive, nu
neapirat distincte. Fiind datd distributia orientarilor tuturor pieselor §i caracteristicile
fiecarui dispozitiv, pentru fiecare piesa in parte, este interesantd problema selectarii a
k sau mai putine dispozitive (k < n) §i ordonarca lor in vederea maximizirii eficientei
ponderate a sistemului rezultat. Pentru formalizarea problemei este necesara definirea
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multimii sistemelor seriale realizabile. Dacd se pot selecta maximum k dispozitive
(k<n), atunci multimea G; a sistemelor realizabile constd din toate permutarile
fiecirei submultimi a lui N confinind k sau mai putine dispozitive. Problema de
rezolvat consti in:

maximizarea lui 7(y), unde y € G fiind date [;, Pj,i € N,je Msik<n. 2.1

2.4.1. Ordonarea optimali a dispozitivelor in cazul
unei singure piese

In acest paragraf, se studiaza cazul particular al problemei enuntate mai inainte
pentru kK = n 5i m = 1. Indicele j poate fi suprimat, orientarea este definitd prin
I=[n, 1 - n}sieficienta dispozitivului i, cu 1 <i < n, este:

a b
oefo o]

Matricea de tranzifie limita este definita prin:
P® = lim (P)".
Lo
Tindnd seama de ipotezele 1 §i 2, se poate arata ca:
[ G b; ]

Piw:i bi+c; bi+c
Ci

Lb,-+c,—- b, +ciJ

Calculand produsul /- P” se obtine vectorul:

t

['7’ l - ’7] = [Ci / (b, + C,’), bl/ (bl + ci)]a

Sy

adica are loc:
Teorema 2.6. Eficienta asimptotica a dispozitivului P; este ¢;/ (b; + ¢;). B

Teorema 2.7. Intr-un sistem cu doui dispozitive:
b,/ ¢) > (=, respectiv <) b, / ¢; = 711, 2) > (=, respectiv <) (2, 1).

Demonstratie. Este suficient si se demonstreze prima implicatie, adica
b\/c\>by/c; implicad 7(1, 2) > 72, 1). Presupunand implicafia neadevairata, adica 7(1,
2) < (2, 1) si efectudnd calculele ce furnizeaza pe 7(1, 2) i 712, 1) rezulti ca 7(aa;
+ bic)) + (1 - 1) (ciay + dicy) < aia; + b)) + (1 - 1) (c2a; + dory), unde
[, 1 - ] este o distributie arbitrard a orientarii inifiale. Efectuand reducerile se obtine
¢/ by 2 ¢; / by deci se ajunge la o contradictie. Rezultd cd prima implicatie este
adevirati. in mod similar se demonstreazi celelalte implicafii. ®

in cele ce urmeaza, se presupune, fira a micsora generalitatea, cd dispozitivele
satisfac conditia:

a/b<c/by<..<¢, /b, 2.2)
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Teorema 2.8. In ipoteza (2.2), ordinea optimali a unui sistem cu n dispozitive
este y*={1, 2, ..., n}.

Demonstratie. Fie y o permutare diferitd de y*. Atunci exista doud dispozitive
P, si P; astfel incat P, este primul predecesor al lui P, in y i ¢,/ b, 2 ¢,/ b,. Se poate
arata ca schimband intre ele dispozitivele P, si P, rezultd o ordonare y’ as:fel incdt
w) > (). Fie ' si n* orientirile piesei considerate pe P,, respectiv P,. In virtutea
teoremei 2.7., orientarea 7™ a piesei la iegirea din P, in ordonarea i’ satisface relatia
n" =mn"+6,cud 20. Dar in ambele ordonari y si i’ dispozitivele ce urmeazi dupa
P, 51 P, pot fi reprezentate printr-un dispozitiv compus:

_la b
P() _[CO ([0j|)

unde a, = ¢, conform teoremei 2.5. Rezulta ca au loc relatiile:
my)="“+dap+(l-n"-cosimMy)=n"ant(l-7") e

Deoarece & 2 0 §i ap 2 ¢y, M(y’) 2 7(y). Un numdr finit de asemenea schimbéri

transforma pe y in ¥, eficienfa nedescrescand la fiecare schimbare. Prin urmare y’

este o succesiune optimali. B

Teorema 2.9. Fiind date conditiile (2.2) si o orientare inifiali 7, solufia
optimala a problemei (2.1), cu k = n, adica solufia optimald a problemei ordonarii a n
sau mai putine dispozitive, este dati de y;, € G,, unde y, se obtine din " ciiminand
fiecare dispozitiv cu o eficienfi:

c!lbi+eysn 2.3)

Demonstratie. Este usor de dedus ca (2.2) implica:

al/b+te)ge/(byte) ... <e,/ (b, +cn)
Fie N’ ¢ N o multime de dispozitive ce salisface (2.3), cu N’ = &. Evident ca
N’={1,2, ..., r} pentru un r < n. In cele ce urmeaza se arati ca eficienta sistemului
creste daci se elimind dispozitivul i = 1.

in ¢ = {1,2,...,n} dispozitivele ce urmeaza dupa P, pot fi reprezentate printr-un
dispozitiv compus P, pentru care ay>c, in virtutea teoremei 2.5. Fie 7, orientarea la
iesirea din dispozitivul P, si ordonarea u/,' = {2, 3, ..., n}. Au loc relatiile
mwy)=nap+ (1-n)cosi M) =mao+ (1 -m)co Din (2.3) rezultd cd 7, < 75,
deoarece ay = ¢y, 7( y/,‘) > n(y).

Procedura descrisi se repetd pentru i = 2, 3, ..., r. Sistemul rimas este ‘efinit de
ordonarea u/g ={r+1,r+2,..,n}cu n(y/(;) > 1(y). Daca r = n, atunci y/g = .
Ramane de aritat cd eliminarea oricarui dispozitiv i > r + | nu poate imbunatati
eficienta sistemului. Acest lucru se demonstreaza in mod analog celui descris mai sus.
Aceasta completeazd demonstrafia teoremei. B
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Teorema 2.10. Sa presupunem ci in ordonarea y, din teorema 2.9. existi un
dispozitiv P; cu proprietatea a; = c¢;. Atunci eliminarea tuturor dispozitivelor care
preced pe P in y; nu schimbi eficiena sistemului i, in consecin}d, reprezinti o alti
solutie optimala.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din observatia cd eficienta lui P; este a;
independent de orientarea 7 la intrare. Evident ca un sistem optimal cu numar minim
de dispozitive se obtine pe calea identificdni celui mai din dreapta dispozitiv P; din

y/(; si eliminarea tuturor dispozitivelor din stinga lui P;. B

Corolarul 1. Fiind date (2.2), ¢, / b, + ¢)) > n, orientarea initiala si a; > ¢,
i € N, unica solufie optimala a problemei (2.1) este y" = {1, 2, ..., n}.

Demonstratie. Concluzia rezulta din teoremele 2.9 51 2.10. 0

2.4.2. Selectarea si ordonarea dispozitivelor in cazul unei piese

in acest paragraf, se considera problema (2.1), cu | <k < n, m = 1. In virtutea
corolarului | se presupune ca c/(b+c,)>n 51 a>c;, pentru ieN, si ca are loc ordonarea
(2.2). De asemenea se presupune ca a; > c;, pentru toate dispozitivele din mulfimea N.

Formularea in termeni de programare dinamica. Fie F(p) eficienfa maximi
la iesirea din dispozitivul ¢, daca exact p=1,2,... min(¢,k) dispozitive au fost selectate
dintre primele ¢ dispozitive ale unui 1, sistem optimal. Relatia recursiva are forma:

F(p)=max{F.(p),a F.p-D+c(-Fap- 1)}, (2.4)
unde:
F0)=n,pentrutotit=1,2, ..,nsi Fi()=ma +(l-mn)c. 2.5)
Cu ajutorul relatiilor (2.4) si (2.5) se poate elabora selectarea §i ordonarea optimali a
k < n dispozitive.

Proceduri euristice. In continuarc sc presupune ci ordonarea optimald a n
dispozitive este " = {1, 2, ..., n}.

Euristica 1. In aceasta euristica, cele & dispozitive se aleg la intimplare din .
Aceasta eunisticd nu are o motivare rationald gi este folositd numai pentru compararea
cu euristicile ce urmeaza.

Euristica 2. Aceastd metoda selecteaza ultimile £ dispozitive din ordonarea /',
adica dispozitivele P, .|, P,4s2, ..., P.. Aceste dispozitive au eficienfe asimptotice
mart si din acest motiv se considera bine alese.

Exemplul 2.3. Fie n =3, k=2 si m = 1. Matricile dispozitivelor sunt:

08 02 09 0l 09 o0l
Pl{o.? 03} P2=[0.6 0.4} Ps:[os 0.2]-
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Oricntarea inifiala este 7= 0.15 si ' = {1, 2, 3}. lesirile asimptotice ale celor trei
dispozitive sunt respectiv 0.78, 0.86 si 0.89. Euristica 2 genereaza solufia P, Py avand
cficienta 86.45% si sistemul optimal este P, P; cu eficienta 87.15%. @

Euristica 3. Metoda acestei euristici constd in selectarea a & dispozitive in
conformitate cu performanta lor relativ la orientarea inifiala 7, adicd in conformitate
cu valorile maxime ale lui 7, = na;+ (1 - 7) ¢;, | <i < n. Apoi ele se ordoneaza ca
in . In cazul exemplului precedent, euristica 3 selecteaza pe P, §i P, care reprezinta
solutia optimala.

Exemplul 2.4. Fie n = 5, k=4, m = 1 i matricile P,, P,, P3, P4, Ps sunl.

08 02 09 01 09 01
R=h=h =[0.7 03] Py =[0.6 0.4] Fs =[os 02]'
Orientarea inifiala este 7= 0.15 si y* = {1, 2, 3, 4, 5}. Euristica 3 identifica solutia
P, P, P, Ps cu eficienta 88.22%. Solutia optimald este P, P, Py Ps si are eficienfa
88.31%. 1

Euristica 4. Aceasta euristica selecteaza k dispozitive in ordinea definita de y*

schimband valoarea lui 7 in modul descris mai jos. Fie y* = {0, 1, ..., n}, unde O este

indicele unwi dispozitiv neutru cu matricea Poz[o l] utilizat pentru inifializarea

procesulul.

1. (Initializari] Se face P = Py, ky = k, w= &, = n (orientarea inifiala).

2. [Conslructie inifiald] Se construieste y* = {0, 1, 2, ..., n}, pentru un sistem
optimal ), cu n dispozitive, unde D, = P, P, P, ... P,.

3. [Calcul eficientd) Se calculeazi eficienta tuturor dispozitivelor ce urmeaza dupi
Pyin D, adicd n,=nya;+ (1 - my) c;, pentru i =1, .., n.

4. [Alegere] Se identifica & dispozitive ce corespund la cele mai mari k valori ale
lui 77. In cazul egalitifii a doui valori ale eficientei, se alege dispozitivul situat la
stinga in y*.

5. [Selectare] Se identificd cel mai din stanga dispozitiv f identificat in pasul 4.
FieP=Psi w={y,f}.

: - o _la byl

6. [Ajustare] Se face 7= ny a,+ (1 - 1) ¢, tinand seama ca P, = LC/' d,|

7. [Ciclare] Se face k) = k, - 1. Daca k, > 1, atunci se trece la pasul 3.

8. [Terminare] Eficien{a sistemului cu k dispozitive este 7, si ordinea dispozitivelor
este definitd de . STOP. B
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2.4.3. Selectarea si ordonarea dispozitivelor pentru m tipuri
de piese
Intr-un sistem cu m tipun' de piese, matricea asociata piesei de tip j este de forma:

b, |
Py= L Jpentruz 1,2,..,n8ij=1,2, ..., m

In acest caz se efectueazi o conversie a problemei date intr-una cu m = 1
folosind matrici de forma

ﬁsa $sb.

j=1 T

Lﬁsc £5,d,

,pentrui=1,2,..,n,

unde S;, 1 <j < m sunt ponderi asociate tipurilor pieselor. Dupéa efectuarea acestei
converstii se aplica euristicile precedente.

2.4.4. Selectarea si ordonarea dispozitivelor in cazul a m tipuri
de piese cu /orientari

In acest caz, matricea de tranzitie este o matrice / x / (/ > 2) de forma
P,_jzleg"]m, i €N, je Munde e,f,.’" este probabilitatea ca piesa de tip j intratd in
dispozitivul i cu orientarea p paraseste dispozitivul i cu orientarea g. Elementele
matricii P satisfac conditia 0 < /? < 1.

Euristica propusa are la bazi ideea conversiei matricilor / x / in mati:ci 2 x 2.
O matrice convertita f; are forma:

a. b.]
P=[” d”J,undea,-j , by = te”‘

N T ”

K
T ;j Kl < $ ol
e i Ath RS
] ’7,/ Ny J J J

In felul acesta problema studiata este redusa la cea precedenta (paragraful 2.4.3) care
la rindul et se reduce la problema studiata in paragraful 2.4.2.

2.5. Algoritmi aproximativi pentru problema
supersirului minimal
Punerea problemei. Fiind date mai multe siruri de caractere, se cere

identificarea unui §ir de lungime minimald care sd acopere toate sirurile ¢ .2, adici
este un supersir, in sensul ca oricare dintre siruri este un subsir al sirului determinat. B
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Aplicatii posibile: codificari date, proiectarea unor fluxuri industriale.

Exemplul 2.5. Fie S = {egiach, bfgiak, hfdegi, iakfd, fgiakh} o mulfime de
cinci siruri. Sirul bfgiakhfdegiach este un supersir al sirurilor din S. B

In continuare se presupune ci sirurile din mulfimea studiata satisfac conditia ci
nici unul dintre ele nu este subgir al altuia. Fie s, = ay ... a, §i 5, = b, ... b, doud sirun
ce satisfac condifia precedenti. Acoperirca maximald a acestor doud siruri are
lungimea definita prin:

sy, 57) = max{k 20| a, ;i =b, 1 <i<k}.
Dacd (s, s;) = k, atunci sirul s, 0 5, este definit prin a, ... a, by ... b,. Operatia o
este asociativd, adica s; 0 (s; 0.53) =(5) 0 53) 0 53.

Problema supersirului maxim (PSM) este legatd, intr-un sens ce urmeazi si fie
precizat, cu problema drumului maxima! (PDM) intr-un graf. Fiind dat un graf
orientat complet G = (V, E) in care fiecare arc (u, v) are o lungime intreagi nenegativa
l(u, v), lungimea unui drum p in G este definitd ca suma a lungimilor arcelor sale §i se
noteazi cu A,(G, /). Problema drumului maximal consta in identificarea unui drum
hamiltonian p (adicd un drum care include orice nod) in G care maximizeazi pe
A,(G, I). Lungimea unui asemenea drum este notatd cu A*(G, /).

Fie § = (s, ..., 5,) datele unei probleme PSM. PDM(S) defineste datele (G, /) ale
problemei PDM cu:
V="Au, ..ou,}, E=Vx V, l(u;, 1)) = s, 8), | <i,j<n i#].

Un exemplu ce ilustreazi aceasti transformare este aritat in figura 2.4.

S={cbadef, fcbade, adefcd, fcdafb}

Fig. 2.4.

In continuare vom prezenta cativa algoritmi aproximativi pentru rezolvarea
problemei PDM.

2.5.1. Algoritmul impachetirii

O impachetare intr-un graf G = (V, E) este o mulfime de muchii ce nu au un
nod comun. O impachetare M este maxima daca lungimea ei, adicd suma lungimilor
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arcelor respective, notata /(M), este maximi. Valoarea unei impachetiri maxime este
dati de formula 4*(G, ) = max I(M). Exista algoritmi pentru identificarea unei

impachetiri maxime avand o complexitate temporald de O(r’) unde n = |V]. Pentru
problema PDM se poate folosi urmétoarea procedura numitd MATCH.

Algoritmul 2.6. (MATCH).

1. [impachetare] Se identifici o impachetare maximald M in G si se calculeazi
valoarea ei.

2. [Eliminan arce] Pentru (4, v) € M, se elimina din G toate arcele de forma (v, x)
sau (y, v).

3. [Unificare] Se unifica u §i v intr-un singur nod.

4. [Ciclare] Daca existé arce neparcurse, atunci se trece la pasul 1, altfel STOP. B

D@

¢) Impachetarea: (ed,cfba)
a) impachetarea: (b,a), (¢,f), (e,d) valoarea solutiei: 35

Fig. 2.5.

Exemplul 2.6. Un exemplu ilustrativ este aratat in figura 2.5.a). Prima
impachetare maximala este (b, a), (c, f), (e, d) §i are valoarea 8 + 9 + 7 = 24.
Eliminand arcele divergente din b, ¢, e respectiv cele convergente in a, f, d, aificand
varfurile (b, a), (c, /), (e, d) se obtine graful din figura 2.5.b). Reluand pasul 1, rezultd
impachetarea (cf, ba) ce are valoarea 6. In continuare se obfine graful din figura 2.5.c)
pentru care se obtine impachetarea (ed, c¢fba) de cost 5. Rezultd ca drumul maxim
identificat are lungimea 35. W

2.5.2 Algoritmul impachetirii directionate

O impachetare directionata intr-un digrat G = (V, E) este o multime de arce ce
satisfac conditia cé nici o pereche din ele nu converge intr-un acelasi nod §i nici nu
diverge dintr-un acelasi nod. Altfel spus, o impachetare directionata este o colectie de
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drumuri §i cicluri disjuncte. Algoritmul prin care se determind o impachetare
directionata are urmatoarea structura.

Algoritmul 2.7. (impachetare directionats)

1. [Impachetare) Se identifici o impachetare maximala directionati M in G.
2. [Eliminare cicluri] Se construieste M := M - un arc de cost minimal din fiecare
ciclu al lui M.
3. [Transformarn graf] Pentru fiecare drum (u), 13, ..., u,) € M se elimind din G:
a) arcele de forma (v;, x),2<i<r;
b) arcele de forma (x, u;), | <i<r-1;
¢) arcul (u,, 1)), daca existd;
d) se compacteaza drumul intr-un singur varf.
4. [Ciclare] Daca exista arce neparcurse, atunci se trece la pasul 1, altfel STOP. B

Exemplul 2.7. Pentru graful din figura 2.5, impachetarea maximali
directionatd (pasul 1) este aritatd pe figura 2.6.a). Eliminand arcele (a, c), 1espectiv
(d, e), (pasul 2) rezultd drumurile din figura 2.6.b) care au costurile 23 respectiv 7.
Dupi parcurgerea pasului 3 se obfine graful din figura 2.6.c). Impachetarea maxima
directionati corespunzitoare este: (ed, cfba), (c/ba, ed). Dupi parcurgerea pasului 2
se obtine perechea (ed, cfba) de cost 5. Drumul cédutat are costul (lungimea) 35 si
coincide cu cel din exemplul precedent. B

(ba), (ac) (e, D (Eb)  (cf), (Eb), (b.a)

(), () ()

a) b) <)

Fig. 2.6.

2.5.3. Algoritmul de tip Greedy

In cadrul acestui algoritm, arcele sunt parcurse in ordinea nedescres~itoare a
lungimii, un arc (i, v) fiind selectat daci anterior nu a fost selectat un arc de forma
(u, x) sau (y, v) si daca multimea arcelor selectionate nu include un drum de la v 1a u.

Exemplul 2.8. Pentru graful din figura 2.5.a), algoritmul selecteazi arcele
(c, f), (b, a), (e, d), (f, b), (d, ¢), in aceastd ordine. Aceste arce definesc drumul
(e,d,c,f, b,a)de lungime: 7+ 5+9+6+8=351

100 100 Y 100
101 e

Fig. 2.7.
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Acest algoritm nu furnizeazi intotdeauna o solutie apropiatd de cea optimala,
dupd cum rezulta din figura 2.7. pentru care solutia optimala are valoarea 300 si cea
furnizati de algoritm, valoarea 101.

Algoritmul Greedy pentru PSM. Algoritmul Greedy pentru PDM poate fi
reformulat pentru PSM dupi cum urmeaza.

Fiind datd o mulfime nevida de girun S, se repetd pasul urmétor pani ciand S va
contine un singur §ir:

Se selecteaza o pereche de sirun s,, s; € S ce maximizeaza s, s,), apoi se
elimina s, §i 5; din S inlocuindu-le cu s, 0 s,.

Teorema 2.11. Fie S o mulfime de siruri. Are loc urmitoarea inegalitate:
¥#(S) < 2 ¥ SGREEDY, unde SGREEDY este valoarea din algoritmul precedent. B

Complexitatea algoritmului SGREEDY este de cel putin O(n?). In continuare se
prezinta un algoritm ce utilizeaza reprezentarea datelor prin arbori sufix trie §i care
are o complexitate logaritmica.

Problema PSM si problema comisvoiajorului. Fie S = (s),s5,...,5,) 0 problema
PSM. O problema a comisvoiajorului asociatd problemei PSM se poz‘z defini
considerdnd o multime C = (¢, c3, ..., ¢, Car)) de localitdti si mulfimea distangelor:

|si-F(s,5;)  1<i<nl<j<niz],

d(ci, cj) = IS,' 1<i<n, j=n+],
NI i=n+l1<j<n

Fig. 2.8

Exemplul 2.9. Un exemplu ilustrativ este aratat pe figura 2.8., unde
S = {chadef, fcbade, adefcd} st varfurile |, 2, 3 reprezinta sirurile cbadef, fchade,
adefcd. Tindnd seama de felul in care au fost definite distanfele d(c;, ¢;), ] >calitatea
finald a drumului comisvoiajorului este ¢,,,. Drumul minimal este (2, 1, 3, 4) si are
lungimea 9. Acestui drum ii cerespunde supersirul fcabdefadefcd. B

2.6. Problema acoperirii unui set de multimi

Punerea problemei. Problema acoperirii unui set de mulfimi (SCP) consta in
acoperirea randurilor unei matrici zero-unu (0-1), avand m linii §i n coloane, cu o
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submulfime de coloane astfel incat costul acoperirii sd fie minimal. Daca x; = 1, in
cazul cand coloana j, de cost ¢; > 0, figureazd in solutie, in caz contrar x; = 0,
problema SCP se enunti astfel:

sd se minimizeze ic X (2.6)
=i

cu conditiile:

Ly,

i
x;€{0,1},pentruj=1,2,..,n. 0 (2.8)

Aplicatii posibile: aprovizionarea cu piese de schimb, obfinerea unor

2], pentrui=1,2,..,m, X))

imprumuturi.

2.6.1. Prezentarea algoritmului

Fira a micgora generalitatea, se presupune cd anterior coloanele au fost
ordonate in ordinea crescidtoare a costului, coloanele cu cost egal fiind ordonate in
ordinea descrescitoare a numerelor randurilor pe care le acoperd. Aceasta inseamna
cd pentru orice rand i, coloana min{j | a; = 1,j = 1, 2, ..., n} este cea mai “bund“
coloani ce acopera randul /.

Notand cu ¢, (2 0), i = 1, ..., m, multiplicatorii lui Lagrange asociati cu ccuafiile
(2.7), se obtine urmitoarea problema (LLBP) pentru marginea inferioara a problemei,
deci pentru cazul semnului “="in (2.7):

sd se minimizeze i( ﬁta )x +§l 2.9)

A J iij
cu conditiile:
x;€ {0,1}, pentruj=1,2,..., n (2.10)
Notind cu C; coeficientul lui x; in (2.9) si cu X, valorile solufiei pentru x;, rezulta ca
X;=1, daca C, < 0 (altfel X; = 0) si valoarea marginii inferioare Z;; a solufiei optimale
data de:

iy = ic'//\/l-'*‘ S.‘:ll-.
j=1 i=l

Pentru maximizarea marginii inferioare obtinute in urma rezolvini problemei
LLBP se foloseste o formd particulara a metodei gradientului (subgradient
optimisation) prezentata in continuare.

Fie Z,.. valoarea maximai identificata a marginii inferioare, Zyp cea mai buni
solutie gasitd la un moment dat §i P, marginea inferioara in cazul cand coloana &,

=1, 2, .., n, este obligatd s apartind solutiei. Se poate obfine o solutie pentru
problema SCP aplicand algoritmul urmator.
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Algoritmul 2.8. (SCP)

1. ([Initializdri] Se face Z,,x = -, Zys = ©, P, = ¢, pentru k=1, 2, .., n, si
t=min {c;|a;=1,j=1,2,..,n},pentrui=1,2,..,m

2. [Solutie LLBP] Se rezolva problema LLBP c¢u mulfimea curenti a
multiplicatornilor ¢, solufia obtinuta fiind notatd cu Z,, X, j = 1, 2, .., n. Se
efectueaza atribuirea Z,,, = max[Z,..x, Z1n)-

3. [Solutie SCP] Se construieste o solutie S a problemei originale SCP in modul
urmator:

a)FieS={|X;=1,j=1,2,..,n}.

b) Pentru fiecare rand i neacoperit, adicd pentru care i = (, se adaugi

'] .I

la § coloana corespunzatoare Iui min{j |a;=1,¢; <o, j=1,2, ..., n}.

c) Se parcurg coloanele j € S in ordinea descrescatoare a indicelui j gi, daci
S - {/} este o solutie a SCP, se efectueaza atribuirea S= S - {j}.

d) Se inlocuieste Zyp cu Zy; = min{Zy;, Z ¢; }.

Pasul b) poate fi efectuat intr-un mod eficient, din punct de vedere
computational, observand ca, neglijand coloanele eliminate, se poate
identifica aceeasi coloana ce acopera un rand neacoperit.

4, [Terminare] Daca Z,,, = Zyy, atunci STOP (Z, este solutia optimala).

5. [Eliminare coloane] Din examinarca problemei originale SCP (=cuatiile
(2.6) - (2.8)) si a problemei LLBP (ecuatiile (2.9) si (2.10)) rezulta ca, impunand
constringerea adifionala ca o coloana particulard £ sa figureze in solutia optimala,
adica x; = 1, rezulta o margine inferioard egala cu Z; 3 + C; dacd X, = 0, altfel Z,
nu se schimbd (X, = 1). Rezulta cd valoarea lui P, poate fi schimbati in
conformitate cu:

Py=max(Py, Z1p + C),daca X, =0, pentru k=1, 2, .
Py=max(Py, Z,y), daca X; = 1, pentru k=1, 2, ...,
Deci din problema de rezolvat pot fi eliminate coloane consideri‘md:
¢y =,daca P, > Zy,, pentru k= 1,2, ..., n,
deoarece retinerea unei coloane & cu P, mai mare ca Zyp nu poate furniza o
solutie imbunataita.
6. [Calcul subgradienti] Se calculeaza subgradicntii G, conform definitiei:

G=1- ia,-/-/\’l-, pentrui=1,2, ... m
J=lb
In cazul cind gradientii astfel calculati nu contribuie in mod eiectiv la

schimbarea valorilor multiplicatorilor, ei sunt ajustafi astfel:
G,=0,dacat,=0s1 G, <0,pentrui=1,2,...m
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2
7 {Terminare] Dacd ﬁ(G,-) = 0, atunci STOP (deoarece in acest caz nu se poate
i=l

defini o valoare convenabila a pasului (conform definifiei (2.11) de mai jos).
8. [Calcul pas] Calculeaza valoarea pasului in conformitate cu:

T=f1.05 Zyn - Zun) / [g(q.)zj, @.11)

unde inifial /= 2. Daci Z,,, nu creste in ultimile 30 de iteratii ale procedurii
calculului subgradientului, plecand de la valoarea curentd a lui f; atunci f se
injumatateste. Expresia lui T din (2.11) are forma standard folositd in metoda
subgradientului, cu excepfia factorului 1.05 care s-a dovedit, ‘a urma
testarilor pe calculator, util pentru a evita micsorarea prea mare a lui T atunci
cand valorile Zyy, 5i Zj; devin apropiate.
9. |Terminare] Dacd f < 0.005, atunci STOP (Criteriu arbitrar de incheiere a
calculelor).
10. [Schimbare multiplicatort] Se schimbd valorile multiplicatorilor Lagrange in
conformitate cu:
t=max(0,+TG),pentrui=1,2, .., m,
adicd in conformitate cu definitia standard a modificdrii multiplicatorilor
Lagrange negativi, si se trece la pasul 2. 8
La incheierea euristicii descrise, Zyy este valoarea celei mai bune solutii
identiticate $i 7., €ste valoarea celei mai bune margini inferioare.
Calitatca solufiei este apreciata cu criteriul:
(Zun = Zwax) ! Znax-
Structura curisticii Lagrange este:
a) Scidentifica o relaxare Lagrange a problemei usor de rezolvat.
by Se foloseste optimizarea subgradientului in vederea maximizirii marginii
infenoare obtinuta in urma relaxarii.
¢) La fiecarc iterafie a pasului b) se ajusteazi, daca este posibil, marginea inferioara
curenta intr-o solufie a problemei date.

2.7. Minimizarea sumei maximale pe liniile
unei matrice

Punerea problemei. Fiind datd o matrice cu elemente nenegative de
dimensiuni m x n se studiaza problema permutani independente a elementelor din
fiecare coloana in vederea minimizérii sumei maximale pe linii.
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Aplicatii posibile: planificarea activititilor.

Aceastd problema este NP-completa.

2.7.1. Algoritmul RDI pentru cazul general

Inainte de a prezenta algoritmul RD! se descrie un algoritm exact ce rezolvi
cazul particular m x 2, numit D/.

Algoritmul 2.9. (D))
1. [Coloana 1] Se aranjaza elementele coloanei | in ordine crescatoare incepand de
la randul 1 la m.
2. [Coloana 2] Se aranjazi elementele coloanei 2 in ordine descrescitoare. K
Complexitatea temporali a algoritmului DI este O(m log m).
Lema 2.1. Algoritmul D/ este optimal pentru cazul m x 2 al problemei studiate.

Demonstratie. S presupunem ca existd un cel mai scurt contraexemplu. Daca,
intr-o solutie optimala, a, este cuplat cu b, atunci a, §i b,, pot fi eliminati, deoarece
atat in solufia optimald cat §i in cea furnizatd de algoritmul DI a, si b, apartin
aceluiagi rand, dupd rezultat obtiniandu-se un contraexemplu mai scurt decét cel

presupus. Sa presupunem atunci ca intr-o solutie optimala a,, b,, sunt cuplati cu &’, a’,
adicd matricea transformata este de forma:

[ql b

cu
a+b <aoprsia’ +b, < aor
Deoarece a’ < a, §i b, < b’, se deduce ca:
atb,<a+tb <wgprsia’+b <a +b, < wppr.

Rezultd ca, interschimband intre ele elementele b” si b, In solutia examinati, se
obtine o noua solufie optimala in care au loc cuplarile (a,, b,,) §i (a’, b’). Eliminand pe
a, si b, se obtine un contraexemplu mai scurt decat cel acceptat initial §i prin urmare
ipoteza ca algoritmul D/ nu este optimal se respinge. B

Pe baza algoritmului D/ se poate obtine un algoritm aproximativ numit RD/
pentru cazul general m x n, in modul descris in continuare. In cadrul algoritmului se
calculeazd suma finala pe randuri adunand succesiv cate o coloana.
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Algoritmul 2.10. (RDI)

1. [Aplicare DI] Se aplicd algoritmul DI/ la primele doud coloane ale matricei §i se
facej=2.

2. [Terminare] Daca j = n, se obtin permutinle corespunzitoare elementelor
coloanelor parcurgand in sens invers procedurile de generare ale coloanelor si
apoi STOP.

3. [insumiri] Se insumeaza coloanele (j - 1)’ cu j obtinind coloana auxiliari ;’
(se consideri in loc de coloana 1’ coloana 1 in cazul j = 1) si se face j=j+ 1.

4. [Aplicare DI] Se aplica algoritmul DI coloanelor (j - 1)’ si j apoi se merge la
pasul 2. B

Algoritmul descris are complexitatea O(m n log m).

Teorema 2.12. axp; < (2 - 1 / m) axypy pentru matrici m x n.

Demonstratie. Fie d; cel mai mare element din coloana j, pentru j = 1, ..., n.
Fie » §i 5, elementele maxim, respectiv minim, din coloana n’ si d= max{d;}.

Asertiune. y, - p, < d".

Demonstratia se efectueazd prin inducfie. Mai intdi se considerd parcurgerea
coloanelor | si 2. Fie a + ¢, respectiv b + /, elementul maxim, respectiv minim, din
coloana 2’, unde a si b apartin coloanei 1 si ¢ §i / apartin coloanei 2. Au loc doui
situatii:

i) a> b. In acest caz, in virtutea algoritmului DI, ¢ <[ si prin urmare:

(atc)-(b+D=(@-byt(c-NH<a-bsd,.

1) a<b. Atunci:

(atc)y-(b+thHh=(a-b)+(c-H<c-1<d,.

Rezulti ca diferenta dintre a + ¢ i b + / este marginita superior de max(d,, d;) care

este cel mult d". Aplicind succesiv argumentele precedente coloanelor (k - i)’ si &,

rezulti ca diferenta dintre cel mai mare §i cel mai mic element din coloana &’ este cel
mult max(d’, d;) = d', rezultat adevirat si pentru coloana n’. Cu aceasta, demonstratia
asertiunii este incheiata.

in continuare, se observi ci:
WRD1 = N1, GopT 2 2+ %(7.—72) si wopr 2 max(d, ds, ..., d,)=d’,

de unde rezulta:

Wrp1- GoPTSE N -t #(h‘}’z) = l‘# ?’1_72) < (l_#)‘{' < (l"#)a’op'p
Prin urmare arp) < (2 - 1/ m) wopr. ®
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Exemplul 2.10. Ummitorul exemplu ilustreaza situafia in care marginea
superioard este atinsa.

[ 1 m-1 0] [(m-1 0 m

2 m2 0l im2 1 0

Aopr= m‘—2 2 0 Arpr = 2 m.—3 0 :
m—1 1 0 1 m-2 0

) 0 m | 0 m-1 0]

In solutia optimi maximul sumelor pe linii este m pe cind aplicand algoritmul euristic
se obfine maximul sumei pe linii 2m - 1. W

2.7.2. Algoritmul RLPT pentru cazul mx 3

in continuare se prezinti un algoritm, care furnizeazi in cel mai riu caz o
solutie mai buna decit cea a algoritmului RD/, pentru cazul matricilor m x 3.

Algoritmul 2.11. (RLPT)

[Ordonare elemente] Se ordoneaza descrescator toate elementele matricei.
2. [Terminare] Daci toate elementele au fost plasate, atunci STOP.

3. [Alegere] Se identificd cel mai mare element curent @ o din lista ordonata.

4. [Plasare] Se atribuie acest element randului cu cea mai mici sumi, dintre
-~ . - . . K - - . .
randurile a caror locuri din coloana j nu sunt incd ocupate, prin schimbarea celor
doua elemente intre ele.

5. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B
Complexitatea algoritmului RLPT este O(m log m).
Teorema 2.13. axypr < 3/2 anpr pentru matrici m x 3.

Demonstratie. Presupunand ca afirmatia nu este adevaratd, fie un cel mai scurt
contraexemplu, adica unul cu r minim, cu elementele ¢, 1, ..., 1, considerate in
ordinea descrescatoare. Evident ca, in virtutea eunsticii RLPT, elementul ‘ trebuie
introdus intr-un rand a carui suma finala esle awg pr, adicd obtinutd pe baza aplicirii
algoritmului RLPT. in caz contrar, elementul ¢, poatc fi eliminat, wripr §i wopr rAman
neschimbate, drept rezultat obfinidndu-se un contraexemplu mai scurt. Rezulti ca
rimane de demonstrat inconsisten{a ipotezei existenjei unui contraexemplu cu r
elemente. Fara a micgora generalitatea, se presupune c ¢, este plasat in coloana 3.

Pentru aceasta se considerda solutia euristicA dupa ce au fost plasate
elementele ¢y, 15, ..., ¢,.; $i inaintea plasdrii lui ¢,. Fie i), iy, ..., ix locurile neocupate din
coloana 3. Concluzia teoremei rezulta drept consecintd a urmatoarelor doud asertiuni:
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Asertiunea 1. Locurile iy, i, ..., i din coloanele 1 i 2 sunt ocupate.

Demonstratie. in virtutea RLPT, cele mai mari m elemente sunt plasate in
randun distincte. Rezultd ca » > m §i cd pentru o solutie optimald agpr 2 ,. Fie d
suma minimald pentru randurile {i), iy, ..., i4}. Atunci ¢, va trebui plasat intr-unul
dintre randurile ), 3, ..., iy pentru care suma este d. Daca d < aypy atunci:

. DR pT L 1_3
- =(d+1)- <1, deci <l+ <l+5=%,
@RLpT - WopT = ( ) - dopr DopT Dopr )

in contradicfie cu ipoteza, privind existenta contraexemplului. Prin urmare, d > aopr
§l, Cum a@opr = MaX,ge {4}, rezultid cd d > max, 4. {4}. Cu aceasta demonstrarea
asertiunii 1 este incheiata.

Deoarece cele mai mari m elemente sunt plasate in m randuri distincte, rezulti
ca trebuie sa existe exact k dintre aceste elemente in randurile {}, is, ..., ix. Unul dintre
aceste elemente, t,-', trebuie sa fie plasat intr-un rand ce conjine macar un alt element
pozitiv in coloana 3 a aranjamentului optimal, deoarece in coloana 3 existd numai

k - 1 locuri neocupate. Prin urmare f + t < aypy. Fic t;- elementul plasat de

algoritmul RLPT in acelasi rand cu l,-'. Din d > max, < {4} rezulta ca d, definit ca
fiind suma minimala pentru randurile {i|, /3, ..., i}, trebuie sd cupnnda ridcar un
element din coloanele 1 si 2.

Asertiunea 2. 21 < aypr.

Demonstratie. Dcoarece  este plasat inaintea lui f; si cele mai mari m
elemente sunt plasate in m randun distincte, rezulta ca t;- < t, §ij > m, unde j
reprezinta indicele lui t; Prin urmare, 21_;- < wopr-

In concluzie:

Rt S8+ 0+ 1, S (G +4)+ 1 < wopr + 1/2 aopr = 3/2 aopr,
in contradictie cu ipoteza ca {1y, f,, ..., ¢,} estc un contracxemplu. B

Exemplul 2.11. Un exemplu ilustrativ, parametrizat prin &, pentru cazul in care
marginea superioara de mai sus este atinsd asimptotic este:

0 l+e l-¢ 0O l+¢ 0
AOPT:[I 1-2¢ O:IARLPT:L I-2¢ 1—5}-

Raportul @ry pr/ @opr este egal cu (3 - 3£)/ 2 si tinde catre 3/2 daci etinde la zero. B
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3 PROBLEME IN TEORIA GRAFURILOR

3.1. O euristica pentru problema arborelui lui Steiner

Punerea problemei. Fie G = (N, F) un graf conex, neorientat, cu muchii
ponderate pozitiv, adica:
w(e) > 0, pentru orice e € E.
Fiind datd S c N, se cere si se identifice un subgraf G, = (¥, F) al lui G astfe: incat G,
si fie conex, S < Y si suma eEZF wle) este minima. @

Aplicatii posibile: turism, transporturi, energetica, telefonie, canalizare.
Aceasti problema este cunoscuta ca arborele lui Steiner si este NP-completa.

In cele ce urmeaza se descrie o euristicd simpld care rezolvd problema cu
performanta:
(PII/(Pnpl sr= 2(k- 1)/k,
unde & = |S], ¢, este solufia furnizatd de euristica propusa §i Q. este solutia optimala.

Lema 3.1. Fie T = (N, E) un arbore ponderat si S € N o multime de nodun ce
satisface conditia ca toate nodurile terminale ale lui T apartin lui S. Atunci:

1. Pentru orice indexare a nodurilor lui S = [S), S3, ..., S;] are loc inegalitatea:
0r= % wle) < 1721 Ty (5. Sur) + wilSe Sl

2. Existd un mod de indexare S = [S,, S, ..., Si] astfel incat:
@r= FGZE we) = 1/2[';2"\17. (S Sii1) + wi(Se S)],

unde wi(S; S;+;) este valoarea lantului elementar ce conecteaza nodurile S; cu Sj
in arborele T.

. =l
Demonstratie. 1. In evaluarea llewr (Si Si1) + wi(S; ), valoareca w(e) a
i=

fiecarei muchii e figureaza cel putin de doud ori. Intr-adevar, fie o muchie e = xy ce
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conecteazi doi subarboni 7 si T; ai lui T ce rezultd in urma eliminérii muchiei e (vezi
figura 3.1.).

Fig. 3.1.

Pot avea loc doua cazuri:
a) S, si S; apartin lui 7). T; confine atunci un S;cu 1 <i<k, S, € T; 5i Sy € T, i
ponderea muchiei e apare atét in wy(S;., S;) cat §i in w(S; Si\);
b) SeTi 5185 €T, Existaatunciunicul <i<k cuS; €T iS. €T,si
ponderea muchiei e apare o data in w#(S; Si+)) §i inca o datd in wi(S; S)).
2. Fie o indexare a nodurilor lui S care verificd urmatoarea proprietate: pentru
orice muchie e toate nodurile lui S ce apartin lui 7} » S sunt indexate cu [S;, Si,
...» S,] §i cele apartimand lui 7> N S sunt indexate cu [S), ..., Sy, Spei,..., SiJ. Adunci:

0r= T wle) = 12[ vy (5, 50) + wilSi S,

Pentru o asemenea metoda de indexare, fiecare muchie este numaratd exact de doua
ori §i anume o datd in wi(S;., S;) §i o datd in wi(S, S,+). Aceastd indexare corespunde
parcurgeni unui ciclu eulerian ce inconjoara arborele 7, fird a intersecta vreo muchie
(vezi figura3.2.). W

Fig. 3.2.

Pentru rezolvarea problemei studiate se poate utiliza urmatoarea euristica:

Euristica H.
1. Se construiegte graful complet G(S) = (S, Es) cu muchii ponderate cu wg(S; S)) =
= valoarea celui mai scurt lanf ce leaga S; cu S; in graful inifial ponderat cu w.
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2. Se construieste un arbore Ts maximal de pondere minimala a grafului G(S).
3. Fie R=(. Pentru fiecare muchie es = S;S; € Ts se face R = R U {nodul aparfinind
celui mai scurt lant ce leaga pe S; cu S; in graful G}.
Se construieste un arbore maximal de pondere minimala a grafului Y=SU R.
5. Se elimind nodurile terminale ce nu aparfin lui S. B
Euristica propusa necesiti un timp de O(n’) pentru calculul matricei simetrice a
distanfelor i doud cautiri de O(m log log n) a arborilor maximali de¢ pondere
minimald, unde n este numérul de noduri si m este numirul de muchii.
Teorema 3.1. ¢,/ ¢, < 2(k- 1)/ k.
Demonstratie. Fie T, o solutie optimala, toate nodurile terminale ale lui T,
apartinand lui §. Conform lemei 3.1., existd un mod de indexare a nodurilor lui S
astfel incat:

-1
Qo= or =12 [’fZIwTn (Si Sir) + wr (S Si)]-
i=
Deoarece wg(S; Si1) < wr (S; Sivy) rezulta ca:
Qo> 112 [ S5 (5, S1) + w54 5]
i=
Fie ciclul C=§,, S, ..., Sk, S| in graful G(S); pentru acest ciclu:
0c= T(S, 5,0+ WISi S) 5i > 112 90
i=
Ciclul C contine un arbore maximal T al grafului G(S). Acest arbore se obtine prin
eliminarea din C a unei muchii de pondere maximala. Notind ponder . acestei
muchii cu w,,,, rezulta ca @r, = Qe = Wan, deci:
(Prs. /(k' l) = (P('/kz ((Pc" H'mu.\’) / (k' l) - (P(/k = ((P(/k' wmu\)/(k- l) < O’
deoarece @/ k - Wy < 0. In consecinfa:
@ Soch-1)/k
In virtutea euristicii, Qu< @r, deci:
Ous or, <o (k-1)7k
de unde rezulta, tinind seama de relatia dintre @, $1 Q¢:
P / (pupl < 2(k - l) /k.®

Exemplul 3.1. Pentru lanturile [S),x3,5,], [S2,%3,53], respectiv [Sy,x),5;], [S2,x1,8:],
ale grafului G din figura 3.3. se obtin solutiile date in figura 3.4., a doua fiind optimala.

Prima solutie este extremd, in sensul ca se realizeaza egalitatea:

('pll/ (pupl = 2(k - l) / k

intr-adevar:
(p”/(P,,I,,: 20/15=4/3.m
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S,
10 s,
10
SZ
Graful G Graful G(S) Arborele T
Fig 3.3.
3
g
%, S,
3 4
3, 6 X3
Fig. 3.4.

Exemplul 3.2. In figura 3.5. se dau pentru graful G solufia euristici i solutia
optimala. Are loc relatia: ¢,/ ¢, =32/28=8/7<2(4-1)/4=3/2.1

l 5 6 S S s 6 S S, Se
8
8 3
1
3 2
S, 4 8 S, S, 4 8 . . 4 8 Sl
Graful G Solutia euristica @, = 32 Solufia optimala @,,, = 28
Fig. 3.5.

Exemplul 3.2. demonstreazi faptul ca euristica propusd nu furnizeaza
intotdeauna o solutie optimala.

3.2. Algoritm euristic pentru arbori Steiner rectiliniari

Punerea problemei. Se studiazid elaborarea de arbori Steiner, reprezentind
conexiunile de pe placile circuitelor electronice, care asigurd conectarea intre ele a n
puncte coplanare. Din motive tehnologice i ingineresti, segmentele unei astfel de
conectdri sunt orizontale si verticale. Distanta dintre doua puncte u §i v este:

W(“| V) = l-xu - -xrl + Iyu 'yvl' .

Aplicatii posibile: clectronici, energetica, telefonie.
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Prima abordare a problemei se datoreste lui Hanan [HANG66], care a stabilit
urmitorul rezultat. Fie S o multime de » terminale ale unor piese electronice situate
intr-un plan. Cu ajutorul lor se construieste o refea externd, in modul ilustrat in
figura 3.6., in care terminalele sunt reprezentate prin cercur.

J ]

Ve

O

. O

Fig. 3.6.

Fie graful G(V, E), in care V este multimea punctelor de intersectie ale liniilor
orizontale si verticale din figura 3.6. si E este multimea segmentelor ce conecteaza
direct doud puncte situate pe acecasi linie orizontali sau verticali. In lucrarea
[HANG66] se¢ demonstrcazi cid un arbore Stciner definit de terminalele date este
continut in Gs. Problema Steiner pentru grafuri (PSG) consta in identificarea unui
subgraf de pondere minimali ce traverseazi mulfimea S. In virtutea teoremei lui
Hanan [HANG6], rezulti cia orice algoritm pentru PSG poate fi utilizat pentru
identificarea unui arbore Steiner rectiliniar (ASR).

Algoritmul Hanan incepe cu sortarea celor n puncte (terminale) in ordinea
definita de coordonatele y. Daca au fost gisite doud puncte cu aceeasi coordonata y,
ele sunt sortate In ordinea definiti de coordonata x. Primul subarbore identificat
conline un singur punct, avind cea mai mici valoare a coordonatei y. Pe ma. .rd ce un
nou punct este identificat, el este conectat la subarborele curent printr-o conexiune de
lungime minimala. Pentru eliminarea prefenintei alegerii unor puncie datoriti directiei
de parcurgere de jos in sus, distributia punctelor cste rotiti cu 90" de trei ori, de
fiecare dati fiind construit un nou ASR minimal. Urmeaza alegerea unui cel mai bun
dintre cei patru arbor.

Observatia cheie in implementarea algoritmului consta n aceea cé partea de jos
a arborelui devine efectiv ascunsi si poate fi vitatd. Un punct a acopera un punct b
daci b se afli in interiorul conului de 90° cu varful in a. Formal, a acoperi pe b daci
Vo <YarXa* YaZ XpF Yy §1 Xg - Ya S X - Y

Lema 3.2. Fie a si b doud puncte oarecare ale arborelui curent atunci cand este

procesat punctul c. Dacé a acoperi pe b, atunci:
w(c, a) <w(c, b).
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Demonstratie. O demonstrafic simpla poate fi construitdi pe baza analizei
cazurilor. De exemplu, dacd x. < x;, < x,, atunci w(c, a) = x, - x; + y. - y, §i
w(, b) = x, - x. + y. - y, deci relafia din enunful lemei este satisficuta.
O demonstratie geometrici a rezultatului poate fi obtinuta plecind de la observatia ca
un cerc de raza w(c, a) in jurul lui ¢, desenat ca un patrat in plan, nu confine nici un
punct din conul de sub a. intr-adevar, un cerc de raza w(c, a) este un pitrat cu centrul
in ¢, cu laturi inclinate la 45 fafd de un reper cu axa cx orizontala si cy verticala si
avand o latura ce trece prin a (vezi figura 3.7.). Coordonatele punctelor de pe latura ce
trece prin a verifica relatia x + y = x, + y, = w(c, a). Pentru orice punct b, din
interiorul conului definit de a, existd un punct b’ pe latura pdtratului ce trece prin a
pentru care x, < x,» deci w(c, a) = w(c, b’) <w(c, b). R

Fig 3.7.

Lema 3.3. Fie a, b i ¢ ca in lema 3.2. astfel incdt b nu acoperd pe a. Dacd
X, 2 X, = Xp 8au x;, 2 x, > x,, atunci w(c, a) < w(c, b).

Demonstratie. Inegalitatea din enunt rezultd prin calcul elementar aplicand
definitiile de mai sus.

N cO ¥ c
~ - o
\\ s N bO . & o~
N s . N
- - N ’ N
)/ Ob \\ // \\\
L
a) b)
Fig. 3.8.

Lemele 3.2. si 3.3. sunt ilustrate pe figurile 3.8.a), respectiv 3.8.b). O
consecinfd a lemei 3.2. consta in faptul cd orice segment orizontal §i extremitatea
fiecarui segment vertical neacoperit genereazi un con §i porfiunea relevantd a

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme in teoria grafurilor 145

arborelui este multimea punctelor neacoperite de alte puncte. Aceastd consecinti este
ilustrati pe figura 3.9.

Fig. 3.9.

Daca portiunea acoperita a arborelui este eliminatd, ceea ce rimine este o
mulfime de segmente orizontale §i puncte singulare. Aceste puncte singulare vor fi
interpretate in continuare drept segmente orizontale degenerate. Figura 3.10.
ilustreaza, cu ajutorul unor linii verticale trasate prin unele puncte terminale, modul in
care multimea punctelor terminale stiangi partifioneaza mulfimea coordonate’.r x.

Fig. 3.10.

Algoritmul 3.1. trateaza una dintre cele patru parcurgeri. Structura esenfiald de
date, SEGMENTS, este prelucrati de rutinele pred-succ i addsegment. Aceasta
structurd pistreazi, pentru arborele curent, mulfimea segmentelor orizontale ce nu
sunt acoperite §i segmentele sunt ordonate de citre punctele lor terminale stangi.
Atunci cind un nou punct p este procesat, pred-succ(p) returneaza cele doua
segmente, a §i b, adiacente in ordine, astfel incdt p este situat in dreapta punctului
drept sau deasupra lui a §i p este situat la stanga punctului terminal sting al .1 b. Dire
lema 3.3. rezultad ca singurele puncte ce sunt candidati pentru a fi cel mai apropiat
punct de p sunt punctele lui a sau punctul terminal stang al lui b.

Algoritmul 3.1. (Hanan)

[Initializare] Se considera un arbore vid.

[Terminare] Daca toate punctele au fost incluse in arbore, atunci STOP.
[Alegere] Se alege cel mai apropiat punct p dintre punctele neprelucrate.
[Vecine] Se determini pentru p segmentele vecine (a, b) = pred-succ(p).
[Test apropiere] Daca p este mai apropiat de b, atunci se merge la pasul 8.

wos W -
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6. [Pozifionare cu a] Daca p este in dreapta lui a, atunci se extinde p citre
extremitatea dreaptd a lui a (vezi figura 3.11.) si se conecteazid cu extremitatea
dreapti a lui a; altfel se conecteazi p vertical in jos la a.

7. [Continuare] Se merge la pasul 9.

8. [Pozifionare cu b] Se extinde p citre extremitatea stanga a lui b §i se conecteaza p
cu extremitatea stinga a lui b.

9. [Adaugare] Se adaugi segmentul rezultat pentru p la arbore cu addsegment.

10. [Ciclare] Se merge la pasul 2.

Operatiile descrise in ciclul algoritmului sunt ilustrate, partial, pe figura 3.11.

P
+—0
b
o——>——0
[¢3
o——0
Fig. 3.11.

in functie de modul de implementare a algoritmului propus, complexitatea
algoritmului este cuprinsa intre O(n?) si O(n*"?).

In lema 3.3. se presupune implicit ca punctul b poate fi acoperit de a, ceea ce in
cazul figuni 3.11. revine la a accepta ca pot exista mai multe puncte de pe segmentul

a ce satisfac conditiile lemci 3.3.

3.3. Algoritm euristic pentru identificarea
drumurilor minime

Punerea problemei. Fiind dat un graf orientat si un nod sursa al sidu, se cere
identificarea celor mai scurte drumuri de la nodul sursa la toate celelalte noduri. B

Aplicatii posibile: transporturi, energetici, telefonie.

Algoritmul Bellman-Ford [FOR62] este un algoritm clasic de complexitate
temporald O(n m), unde 1 $i m reprezinta numarul de noduri, respectiv arce, ale
grafului. Exista de asemenea diferite euristici mai performante decit algoritmul
Bellman-Ford in multe probleme particulare. O asemenea euristica este pre~entatd in
continuare.

Problema celor mai scurte drumuri este notata (G, s, /), unde G = (¥, E) este un
graf orientat, /: E — R este functia lungime §i s € V cste nodul sursa. Solutia consti in
identificarea drumurilor minimale de la s la toate celelalte noduri sau in géasirea unui
ciclu al lui G de lungime negativia. Dacd G are un ascmenea ciclu se considerd ca
problema este nerealizabild. Sc presupune ¢i G nu are arce multiple si V] si [E| se
noteaza cu n, respectiv .
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O functie potential este o functie reala definitd pe noduri. Fiind dati o functie

potential d, se defineste functia de cost redus l;; E — R prin:
1Av, w) = l(v, w) + d(v) - d(w),

unde (v, w) este arcul de la v la w. Fiind data o functie potential d, se zice -4 arcul a
este admisibil dacd [[{a) < 0 si multimea arcelor admisibile este notati cu E,.
Graful G, = (V, E;) se numeste admisibil.

Arborele drumurilor minimale ale lui G este un arbore minimal avand ridicina
s astfel incat, pentru fiecare v € V, drumul de la v la s in arbore este drumul minimal
delaslav.

3.3.1. Metoda corectarii etichetelor

In cadrul acestei metode, fiecirui nod v i se asociaza potentialul siu d(v), tatil
n(v) si statutul S(v) € {neparcurs, etichetat, examinat}. Initial, pentru fiecare nod v,
d(v) = o, mv) = nimic §i S(v) = neparcurs. Metoda incepe cu d(s) = 0 si
S(v) = etichetat si aplica procedura SCAN tuturor nodurilor etichetate, pana ciand nu
mai existd nici unul, caz in care aplicarea metodei se incheie.

Procedura SCAN are urmatoarea forma:

Algoritmul 3.2. (SCAM V)

[Ciclare] Pentru orice w astfel incét (v, w) € E se executa pasul 2.
2. [Prelucrare w] Daca d(v) + I(v, w) < d(w), atunci se face d(w) = d(v) + (v, w),
S(w) = etichetat s) i(w) = v.
3. [Terminare] Se face S(v) = examinat 51 STOP. W
Daca v este etichetat, atunci d(v) < o si d(v) + /(v, w) este finita.
Metoda se incheie dacd ¢i numai dacd G nu are cicluri de lungime negativa.
in momentul incheierii, etichetele nodurilor tatd definesc un arbore corect al
drumurilor minimale si, pentru fiecare v € V d(v), da cel mai scurt drumde la s la v.

3.3.2. Algoritmul examinarii topologice

Fie v si w etichetate si /(v, w) < 0. Atunci este mai convenabil s3 se examineze v
inaintea lui w deoarece, atunci cand v este examinat, d(w) creste si w devine etichetat.
Algoritmul examinarii topologice foloseste o generalizare a acestei idei.

Pentru simplificarea descrierii, se presupune ca G nu are cicluri de lungime mai
mica sau egala cu O si, prin urmare, pentru orice d, G, este aciclic. Mai departe, se va
arata cum se poate renunta la aceasta presupunere.

Algoritmul mentine multimea nodurilor etichetate in doud mulfimi, 4 §i B.
Orice nod etichetat apartine numai uneia din aceste multimi. Inifial 4 = @ §i B = {s}.
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La inceputul fiecarei parcurgeri, algoritmul foloseste multimea B pentru a determina
mulfimea 4 a nodurilor ce urmeazi sa fie examinate dealungul parcurgerii dupa care
multimea B devine vidi. 4 este o multime liniar ordonati. in timpul parcurgerii,
elementele sunt extrase conform ordinei din 4 si examinate. Noile noduri create se
introduc in B. Parcurgerea se incheie cind A devine vida. Algoritmul se inc*-eie cand
B devine vidi la sfargitul parcurgerii.

Algoritmul calculeaza pe 4 din B dupa cum urmeaza.

Algoritmul 3.3. (Ordonare Topologic3)

1. [Eliminare] Pentru fiecare v € B din care nu diverge un arc cu cost negativ redus,
se elimina v din B si se marcheazi ca fiind examinat.

2. [Etichetare] Fie A multimea tuturor nodurilor din G, accesibile din B. Se
marcheaza toate nodurile din A4 ca fiind etichetate.

3. [Ordonare] Se aplica sortarea topologica pentru a ordona pe A astfel incat pentru
fiecare pereche de noduri din 4 cu (v, w) € G, v precede pe w §i prin urmare v va
fi examinat inaintea lui w. B

fn cazul, mentionat mai fnainte, in care G are cicluri de lungime mai mica sau
egald cu 0, este necesar ca graful G, si nu fie aciclic. Daca totusi, G, are un ciclu de
lungime negativa, calculul se poate incheia deoarece se pot obtine drumuri de lungimi
oricat de mici. Daca G, are cicluri de lungime nuld, aceste cicluri se elii...nd, prin
contractare, $i calculul continua.

Exemplul 3.3. Pentru graful din figura 3.12., cele mai scurte drumuri de la
nodul 1 la nodurile 2, 3, 4 pot fi usor identificate si sunt: 1 -2,1-2-3,1-2-43i
1 -2-3-4, avand respectiv lungimile 1, 2, 3 si 3. Dupa cum se vede, pentru nodul 4
existd doud drumuri minimale, ambele de lungime 3. Modul in care aceste solutii se
obtin cu ajutorul metodelor descrise este prezentat in continuare.

Fig. 3.12.

in cazul aplicarii metodei corectirii etichetelor, solufia se obtine succesiv dupi
cum urmeaza.

Inifializare: d(1)=d(2)=d(3)=d(4)= o, 2(1)=n(2)=n(3)=mn(4)= nimic, S(1)=S(2)=
=S(3)=S(4)= neparcurs. Metoda incepe cu atribuirile d(1)=0, S(1)=etichetat, urmata
de parcurgerea procedurii SCAN.
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Arcul (1,2): d(1) + 1 <o, d(2)=d(1) + 1 =1, S2) = etichetat, m(2) = 1.
Arcul (1, 3):d(1) + 3 <0, d(3)=d(1) + 3 =3, S(3) = etichetat, n(3) = 1.
S(1) = examinat.

Noile noduri etichetate sunt 2 si 3. Continudnd cu nodul 2, se obfine:
Arcul (2,3):d(2) +1=1+1<3,d3)=d(2)+ 1=2, S(3) = etichetat, n(3) = 2.
Arcul (2,4): d(2) + 2 <o, d(4) = d(2) + 2 = 3, S(4) = etichetat, i(4) = 2.
S(2) = examinat.

Trecénd la nodul 3 se obtine:

Arcul (3,4):d(3) + 1 =2 + 1 = 3, deci procedura SCAN nu se mai aplica.
Urmirind calculele precedente, rezulti ca:
A2)=1,73)=2, m4)=2,d2)=1,d3)=2sid4)=3.

Arborele ce descrie solutia este aritat in figura 3.13.

Fig. 3.13.

In solutia precedenti a fost aplicata, fird a fi mentionatd, metoda examinirii
topologice. Intr-adevir, nodul 2 precede pe 3 si a fost examinat inaintea lui 3. Daci se
parcurge mai intai nodul 3, atunci se obtine:

Arcul 3,4):d(3)+ 1 =3+ 1=4<ow,d(4)=d(3)+ | =3, S4) = etichetat, n(4) = 3.
S(3) = examinat.

Trecand la nodul 2, rezulta:

Arcul (2,3):d2)+ 1=1+1<3,d3)=d2)+ 1=2,53) = etichetat, m(3) = 2.
Arcul (2,4): d(2)+2=3<4,d(4)=d(2) +2 =3, 54) = etichetat, m(4) = 2.
S(2) = examinat.

2
1
1~ 1 wd
1
3
Fig. 3.14.

Urmirind calculele precedente, rezulta ca:
AM2)=1,m3)=2,m(4)=2,d12)=1,d(3)=2sid4) =3,
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adici aceeagsi solufie cu cea precedenta, dar obtinutad parcurgand §i arcul (3, 4).
Se mai poate observa ci, in ambele cazuri, nu s-a obfinut §i solufia din figura

3.14. care se poate obfine dacd, dupa parcurgerea arcului (2, 3), se parcurge arcul
(3, 4), dar aceasta parcurgere nu este conforma algoritmului. B

Se poate demonstra ca algoritmul parcurgerii topologice este corect, are o
complexitate temporald O(n m) si cd, in multe cazuri, acest algoritm este mai eficient
decit algoritmul Bellman-Ford.

3.4. Metoda euristica pentru identificarea clicilor
de cardinalitate data si de cost minimal

Punerea problemei. Fie dat un graf directionat ponderat complet cu mulfimea
de noduni V' = {1, 2, ..., m} si ponderile arcelor t; > 0,4, j =1, 2, ..., m, i #, ale
arcelor. Se cere ca pentru un n dat, | < n < m, sa se identifice o multime C c ¥ cu
|C} = n astfel incat expresia:

D)= 2 X1,

ieCjeC Y

sa fie de valoare minima. B

Aplicatii posibile: stabilirea unor arondari.

Este ugor de vdzut ca este suficient si se considere grafuri neorientate avind o
matrice simetricd a ponderilor:

si=tit,pentrui,j=1,..,mi#j
si
DIC)y= 2~ 2 S (3.1

ieC,;le ’

I N m . . . .
Exista un numar de n grafuri C care, pentru valori mari ale lui m, sunt greu

de enumerat. Pentru n =2 §i n =m - | solutiile pot fi gasite ugor. Astfel, pentru n = 2:
DIOY=s5,,p,ge C (=2,

astfel incat C = {p, g} poate fi identificat cautand un element minimal s; Pentru

n=m-1si{k} =M\ Crezulta:

DCO)=1/2 % Ts,=1725%s,-12 852172 &5,
ieC jeC 1 Jj=1 i=1

i=1j=
astfel incédt C poate fi identificat alegind un & pentru care:

min DO = 7 o
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Cei doi algoritmi prezentati in continuare constau in imbunatafirea succesiva a
unei solutii initiale C, aleasa la intdmplare, pe calea schimbarii succesive intre ele a
doua noduri p € Csi g ¢ C. Pentru (3.1) 0 asemenea schimbare este:

D(C\ {p} U {g})=D(C) - fgzgsp/ + :ggs‘,,-.

Algoritmul 3.4 (G))
1. [Initializiri] Se considerd un C’ initial cu n noduri oarecare i f = 0.
2. [Cautare] Se considera toate cele n (m - n) interschimbar posibile (. ¢) intre
noduri din C* §i noduri din afara lui C*.
3. [Terminare] Dacé nu se determina nici o reducere a lui D, atunci STOP.
4. [Modificare] Fie o pereche (p’, ¢°), cu p’ € C” 5i ¢° ¢ C", care asiguri o
reducere maximala. Se efectueaza schimbarea C*""'=C?\ {p’'} U {¢’},t=1t+ 1.
5. [Ciclare] Se merge la pasul 2. 1

Algoritmul 3.5. (G2)

1. [Initializiri] Se considera un C*” inifial cu # noduri oarecare §i ¢ = 0.

2. [Ordonare] Se ordoneaza lexicografic toate perechile posibile de interschimban
(p, ) intre noduri din C” 5i noduri din afara lui C*.

3. [Modificare] Se parcurge lista ordonati la pasul 2 si, pentru fiecare pereche (p, q)
care asigurd o reducere, se efectueazi schimbarea C = C¥ \ {p} U {q} si se
eliminid din lista perechile care au p pe primul loc.

. [Terminare] Daca nu se determina nici o reducere a lui D, atunci STOP.
5. [Ciclare] Se face CV"""= C", 1=t + 1 si sc trece la pasul 2. ®
Ambii algoritmi se incheie dupd un numir finit de pagi dar nu garanteazi
obtinerea unei solufii optimale. Testarile experimentale aratd ca algoritmul G/ se
executd Intr-un timp mai mare decat algoritmul G2.

Exemplul 3.4. Pentru graful din figura 3.15., in care numerele de pe arce
. . . : 5
reprezintd f; + t;, numarul de clici cu cate trei noduri este egal cu (3) = 10. Aceste

clici si costurile lor sunt date in tabelul 3.1.
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Clica {{1,2,3}{{1,2,4}|{1,2,5} {1,3,4}}{1,3,5}]{1,4,5}{{2,3,4}|{2,3,5}|{2,4,5}| {3,4,5}

Costul| 11 18 12 2] 22 19 12 17 17 16

Tabelul 3.1.

Fie CY = {3, 4, 5} cu D(C""") = 16. Deoarece m = S si n = 3, numirul de
interschimbari ce urmeaza a fi efectuate este egal cu 3 (5 - 3) = 6. Aceste schimbirni si
costurile respective sunt:

C"={1,4,5}, CP={2,4,5}, CV={3,1,5}, C¥={3,2,5}, CP=(3,4,1}, C9=(3,4,2};
DIC")y =19, D(C?) =17, D(CP) =22, D(C*") = 17, D(C®y = 21, D(C®) = 12.
Deoarece D(C®) = 12 < 16 = D(C'”), reludnd aplicarea cautarii cu C¥ = {3, 4, 2},

D(CY) = 12 rezulta:
C"={1,4,2}, CP={5,4,2}, C"={3,1,2}, C"'={3,5,2}, C®={3,4,1}, C®¥={3,4,5);
D(CM) =18, D(C?) = 17, D(CP) = 11, D(C*Y = 17, D(C*™) = 21, D(C®) = 16.
Se observa ca unele dintre clicile noi ideutificate se intalnesc i in aplicarea anteri-
oara. Deoarece D(C®)=11<12=D(C"), se reia ciutarea cu C={3,1,2}, D(C™)=11.
CM={4,1,2}, CP={5,1,2}, C'={3,4,2}, C={3,5,2}, C®={3,1,4}, C¥=(3,1,5};
D(CYy =18, D(C?) =12, D(C™) = 12, D(C*) = 17, D(C®) = 21, D(C®) = 22.
Deoarece nu are loc o descrestere a valoni 11 obtfinutd anterior, rezultd ci solutia
obtinuta este {3, 1, 2} cu costul 11.

Pentru a aplica algoritmul G2 se ordoneaza lexicografic perechile de numere de
noduri ale grafului dat:

(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5, (3,4),(3,5), 4, 5).

Plecand de la C”={3,4,5}, D(C"")=16, rezulta ci prima schimbare ce poate fi
efectuati este definita de perechea (1,3) si se obtine C!"'={1,4,5}, cu D(C")=19>16.
Urmitoarea pereche de noduri ce poate fi utilizata este (1,4) drept rezultat ob: .andu-se
c"={3,1,5}, cu D(C")=22>16. Continuand cu perechea (1,5) se obfine C"={3,4,1},
cu D(C'"=21>16. Urmeazi perechea (2,3) pentru care se obfine C"={2,4,5}, cu
D(C")=17>16. Urmeazi perechea (2,4) pentru care C!"'={3,2,5}, cu D(C'"")=17>16.
Apoi pentru perechea (2,5) se obtine C'"={3,4,2}, cu D(C'")=12<16. In continuare
algoritmul se reia cu C"={3,4,2}, cu D(C)=12, continuind cu perechea (3,5).
Rezulta C'"={3,5,2} cu D(C"")=17>12 si se constati ci perechea (4,5) nu este
utilizabild. Deoarece a existat o reducere, se reia parcurgerea perechilor cu
"={3,4,2}, cu D(C*")=12. Rezult succesiv:

perechea (1,2), C®= (3,4, 1}, cu D(C?) =21 > 12,

perechea (1,3), C®={1,4,2}, cu D(C*) =18 > 12,

perechea (1, 4), C?={3,1,2}, cu D(CP) =11 < 12,
se face C'V=(3, 1, 2} si D(C")=11,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme in teoria grafurilor - 153

perechea (2, 5), C? = (3, 4, 5}, cu D(CP) =16 > 11,
perechea (3, 5), C? = (3, 5,2}, cu D(CP) = 17> 11,
perechea (4, 5), cP= {3,5,2},cu D(Cm) =17>11.
Urmeazi parcurgerea algoritmului pentru C® = {3, 1, 2}, cu D(C?) = 11.
In continuare se obfine succesiv:
perechea (1,4), C¥ = (3,4, 2}, cu D(CP) = 12> 11,
perechea (2, 5), C¥ = {3, 4, 5}, cu D(C®) = 16 > 11,
perechea (3,4), CP = (4, 1, 2}, cu D(C*) =18 > 11,
perechea (3, 5), C = {5, 1,2}, cu D(C*) =12 > 11.
Deci, solutia obfinuti, minimala, este C? = {3, 1,2}, cu D(CP)=11.m
Dupa cum se vede, ambii algoritmi necesitd, in exemplul considerat, un numar
de pagi mai mare decit cel necesar calculului direct al celor 10 clici §i identificarea
clicii minimale. Existd exemple pentru care algoritmii propusi sunt mai :ficienti.
Se poate limita numarul de pasi facuti, obfindndu-se o aproximare a solutiei finale.
In exemplul considerat, daci numirul de pasi este limitat la 6, atunci ambii algoritmi
identifica solutia C = {3, 4, 2}, cu D(C) = 12.

3.5. Localizarea mai multor centre intr-un graf

Punerea problemei. 1. Fiind date mai multe puncte de cerere a unor servicii,
situate in nodurile unui graf, §i p centre de executare a acestor servicii, se cere
agezarea acestor centre in nodurile sau pe arcele grafului, astfel incat durata de
agteptare sau distanfa parcursa necesara sosirii la cel mai indepdrtat punct solicitant sa
fie minimala. Aceasta problema se numeste problema p-centrului absolut al unui graf.

2. O altd problema, care se poate rezolva in mod aseminitor, prin aceeasi
metodad, constd in identificarea celui mai mic numar de centre de deservire si
localizarea lor, pentru o valoare critica data a duratei de asteptare, re=nectiv a
distanfei parcurse. Aceasta se numeste problema p-centrului. R

Aplicatii posibile: servicii, energetica, telefonie.

Notatiile utilizate in continuare sunt:

G - reprezentarea unui graf,

x - nodurile lui G,

y - puncte oarecare, pe arcele sau nodurile unui graf,

X, - o mulfime de p noduri ale lui G,

Y, - o mulfime de orice p puncte ale lui G,

v, - ponderea nodului x;,

G(X,, U) - graf in care X, este mul{imea celor » noduri i U multimea celor m arce.
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In continuare se presupune ci graful G este conex si nedirectionat. ‘fatricea
distantelor, notatd cu D = [d(x;, x)], este matricea celor mai scurte distanfe dintre
perechile de noduri ale grafului G. Mai precis, cu d(y,, y;) se noteazi distanfa minima
dintre orice pereche de puncte y,, y; de pe G.

Fiind dat un nod x;, operatia de parcurgere a tuturor drumurilor divergente
din x; pand la o distanfa de x; egald cu & = A/ v, unde A este o constanta data,
se numegte penetrare. Fie Q;(x;) mulfimea tuturor punctelor y ale lui G fati de care
distan{a unui nod x; al lui G este mai mica sau egald cu &, pentru un A dat, adica:

Qix) = {y 1 d(y, x) < &}
Multimea Q,(x;), numita accesibila din x;, poate fi calculata foarte usor folosind algorit-
mul lui Dijkstra pentru identificarea drumurilor minimale. O regiune R, se defineste
ca fiind multimea punctelor pentru care distanta la aceeasi multime de nodun ale lui
G este mai mica sau egald cu &, pentru un A dat. O regiune poate fi un segment al
unui arc, un punct al lui G sau o reuniune de segmente de arce avand noduri comune.

12, x3l =)a, x)= 3,
Ixg.€1=Id, x=3,

16 %1 =15, x31= 3.

Fig. 3.16.

Exemplul 3.5. Drept exemplificare, fie graful din figura 3.16., in care toate nodu-
rile au ponderea 1 §i lungimile arcelor sunt ¢, ,=4, ¢> =8 si ¢;,=6 uniti{i. Pentru A=3
unitafi, rezulta §=3 pentru toti / i sase regiuni mentionate mai jos. Mulfimile Q,(x;)
sunt reprezentate grafic in modul indicat in dreapta grafului G. Cele yase regiuni sunt:

Regiunea |: Punctul a care este punctul unic aflat la distanta 3 de nodurile x, §i x;.

Regiunea 2: Sectiunea dintre 4 $i ¢ a arcului (x;, x;). Orice punct din aceasti
regiune este situat la o distan{d mai mica sau egala cu 3 fata de x, si x,.

Regiunea 3: Reuniunea sectiunilor (a, x,) $1 (v, b). Orice punct d.r aceasta
regiune are acces la nodul x, pe o distantd mai mica sau egala cu 3.

Regiunea 4: Reuniunea secfiunilor (e, x3) i (x3, €). Din aceasta regiune se poate
ajunge la nodul x; parcurgénd o distantd mai mica sau egald cu 3.

Regiunea 5: Reuniunea sectiunilor (c, x;) si (x2. d). Din aceasti regiune se poate
ajunge la nodul x; parcurgand o distanta mai mica sau cgala cu 3.

Regiunea 6: Sectiunea (e, «) a arcului (x,, x3). Orice punct din aceastd regiune
este situat la o distan}ad mai mare ca 3 de oricare dintre nodurile x, x; §i x;. B
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In general, o regiune R, poate fi calculati cu ajutorul mulfimilor accesibile
Qi(x;) dupa cum urmeaza. Regiunile ce nu au acces la nici un nod sunt definite de:

R;(0) = {y| y este situat pe G} - UQ a(x). (3.2)
Regiunile ce au acces la t noduri dintre X Xiy s X s pentru orice =1,...,n, sunt date de:
{ n
Ry %1 o %)= 0 0a(x;) - TN Qa5 )INL U Qux)). 33)
g=1 ¢ =1 4 i+l Y

Algontmul pentru determinarea p-centrului absolut pentru un p dat este:

Algoritmul 3.6. (Centru absolut)
1. [Inifializare]} Se face A=0.
2. [Crestere] Se face A=A+ A4, cu un 44 mic.

3. [Partitionare]} Se determina multimile Q;(x;), pentru toti x; € X,, si se calculeaza
regiunile R;.

4. [Graf asociat] Se construieste graful G’ = (X°, X,, U’), unde X* este multimea
nodurilor reprezentand regiuni i {7 este multimea arcelor ce unesc un nod x; cu
un nod regiune daca §i numai daca x; este accesibil din aceasta regiune.

[Acoperire] Se identificd acoperirea minimala a grafului G’.

6. [Ciclare] Daca numirul de regiuni din X* este mai mare decit p, atunci se trece la
pasul 2; altfel STOP. In acest din urma caz, regiunile din X* definesc p-centrul
absolut al grafului G. &

In cazul cind se cere determinarea celei mai mici valori p astfel inct fiecare nod
sa fie accesibil dintr-un anumit centru parcurgand o distan{a critica datd (problema 2.
mentionatd la inceput), pasii 3 pana la 6 ai algoritmului descris trebuie parcursi o
singurd datad pentru o valoare critica datd a lui 4. Numarul corespunzator al regiunilor
din acoperirea minimald a lui G’ (pasul 5) reprezinta valoarea ceruta a p-centrului.

Aspecte computationale. Pentru un A dat, fie § = A / v; distantele asociate
fiecdrui nod i al grafului G. Un arc oarecare poate fi accesibil din nodul / in intregime,
partial, sau deloc. Daca numai o parte a arcului este accesibila, atunci punctului ei
limitd 1 se asociaza un marcaj. Multimea acestor marcaje confine informatia necesara
pentru determinarea multimilor Q,(x;) si anume (J);(x;) cuprinde toate & ele sau
partile lor de pe drumurile minimale dintre orice marcaj §i nodul x;. Dupd ce toate
marcajele au fost plasate, fiecare arc rezulti divizat in mai multe sectiuni, fiecare
sectiune fiind definita de nodurile la care punctele ei au acces. Rezulti c3, o sectiune
oarecare poate fi descrisa cu ajutorul unui vector cu valon binare {j), j3, ..., .}, in care
Jx = | daca sectiunea considerata are acces la nodul £ si j; = 0 in caz contrar.
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Totalitatea sectiunilor ciarora le este asociat acelagi vector definesc o aceeasi
regiunc R, cc poate fi identificata cu ajutorul ecuatiilor (3.2) si (3.3). In continuare,
veetorii ce definesc o regiune vor fi notati cu S1.

Dacd multimea de valori 1 a unei sectiuni (S7), este inclusad in mulfimea de
valori 1 a unei sectiuni (S7),, atunci punctele ei au acces la toate nodurile din (S7); si
se zice ci (SI), dominda pe (SI);. Mai precis, (SI) domind pe (S/), dacd
{SN0(S»=(S1),, unde ® este produsul boolean al vectorilor (S1); si (S1),.

Teorema 3.2. Pentru un A dat, acoperirea minimala G’ poate fi identificata prin
excluderea din mulfimea X° a nodurilor ce corespund la S/-uri dominate de altele.

Demonstratia este imediata gi rezulta din definitia relatiei de dominare.

1

Fig. 3.17.

Excmplul 3.6. Fie graful din figura 3.17. in care ponderile nodurilor sunt egale
cu ! si numerele de lingd arce reprezintd lungimile lor. Se cere identificarea
unui p-centru absolut pentru cazul cand 4 =3.5.

S &t @ T odoiid
= (000000 (000100}
Fig. 3.18.

Marcajele asociate extremitatilor multimilor (J;(4) pot fi identificate urmarind
figura 3.17. 51 sunt incercuite pe figura 3.18., in care mulfimile Q,(i) corespund la
subgrafuri conexe, unele dintre arcele lor fiind suprapuse. Punctele in dreptul cdrora
sunt incercuite doud cifre corespund la segmente punctuale, situate la dist..nfa A de
fiecare dintre virfurile incercuite. Pe figura 3.18. sunt, de asemenea, indicafi, pentru
exemplificare, §i cafiva vectori S/. Perechea (000100), (000110) din stinga nodului 4
ilustreaza relatia de dominare §i anume faptul ca segmentul definit de (000110) este
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inclus in segmentul (000100). Numirul total de sectiuni, inclusiv cele punctuale, este
egal cu 33. Unele dintre aceste sectiuni, de exemplu cele doud din jurul nodurilor 1 si 2,
sunt identice §i pot fi unificate in vederea obtinerii unei singure regiuni. Efectuand
toate unificarile rezultd urmatoarcle 18 regiuni:

(1) 000000 (7) 000011 (13) 000101
(2) 010000 (8) 110000 (14) 001001
(3) 001000 (9) 001100 (15) 111000
(4) 000100 (10) 100010 (16) 011100
(5) 000010 (11) 011000 (17) 110010
(6) 000001 (12) 010001 (18)  100011.

Utilizand relatia de dominare, mai riméan 7 regiuni §i anume cele numerotate
mai sus de la 12 la 18. Se recunoaste usor ca mulfimea minimala de regiuni ce asigura
accesul la toate nodurile grafului G este formata din regiunile:

A=(011100)s1 B=(100011),
unde A este o regiune punctuala.

Identificarea regiunilor 4 si B poate fi efectuatd si formal in modul urmaitor.
Notand cele 7 regiuni cu literele a, b, ¢, d, e, f, g se construieste forma conjunctiva:

d+/+g)atd+tetH(c+td+e)ybre)(ftg (at+tb+c+g),
unde fiecare paranteza confine regiunile ce au acces la acelasi nod al grafului G si
parantezele succesive corespund nodurilor 1, ..., 6 ale lui G. O literd oarecare, de
exemplu a, este interpretata ca reprezentand o regiune ce are acces la nodul asociat
perechii de paranteze in carc figureazd. Un produs de forma fa, obpinut prin
desfacerea parantezelor, este interpretat ca reprezentand afirmatia: nodurile lui G ce
corespund regiunilor /i a sunt accesibile din puncte aparfinand reuniunii regiunilor f
si a. Desfacand parantezele §i tinand sema de regulile:
xXx=xsixyt+tx=ux,

ce au o semnificafie evidenta, se identifica cel mai scurt produs de litere reprezentand
regiuni asociate nodurilor lui G. Pentru exemplul studiat se obfin succesiv:

(d+f+gatge)(etcb+db)(g+fa+fb+fc)=

=(de+dcb+db+fe+fcb+fdb+gaetgach+
+tgadbtge+gecb+gedb)(g+fa+fb+[fc)=
=(detdb+fetfchtgachtge)(g+tfatfb+fc)=
= g e + termeni ¢c contin mai mult de doua litere.

Deci regiunile notate cu e i g, adica 4 si B de mai inainte constituie solutia problemei.

Graful G’ corespunzitor exemplului studiat este aratat pe figura 3.19. egiunile
din acoperirea minimala sunt reprezentate de nodurile 16 5i 18. W
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18 Vdrfurde din X

!

4 Arcele din U

\

Vérfuride grafolu &

Rezultatele experimentale confirma eficienta algoritmului prezentat. Se pot
mentiona cel putin doud avantaje ale metodei propuse §i anume:
. Algonunul se poate incheia atunci cand o anumitd aproximare a pozitiei centrelor
este acceptabila gi
2. Metoda poate fi ugor modificata in vederea generdrii de solutii suboptimale.

3.6. Descompunerea unui graf

Puncrca problemei. Fiind dat un graf de complexitate mare, se cauta reduce-
rca tur la up graf redus ale carui noduri reprezintd componente suficient de conexe ale
grafului dat. dupé care problema initiala se reformuleaza pentru graful redus. B

Aplicatii posibile: retele de telecomunicatii, calcul distribuit si calcul paralel.

3.6.1. ldentificarea clicilor (6, @) maximale

Definitia 3.1. Fie un graf nedirectionat G = (X, E), unde X este mulfimea
nodurilor 4t /7 cste multimea muchiilor. Fie apoi a€[0,1] un numar real. O parte ACX
s¢ nuniesle a - clica daca §i numai daca:

HA)=2A/(r(n-1)=q,
unde 4 este numirul de muchii din A4 si n este cardinalul lui 4. &
Tindnd sema cd un graf cu n noduri are cel mult n (n - 1) / 2 muchii, rezulta ci

ua < 1, egalitatea avand loc daca si numai daci A4 este clica.
b

_"‘f ‘\_

-
Fig. 3.20.
Exemplul 3.7. Pentru graful din figura 3.20 51 4 = X, a=2-5/(4.3) = 0.833,
deci A= {a, b, ¢, d} este 0 0,833-clica. m
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Functia #(4) va fi numita in continuare grad de prezen{a a arcelor.

Fie un subgraf 4, x un nod ce nu apartine lui 4 si m(x, 4) numirul de muchii
din G de la x la noduri din 4. Daci n este numarul de noduri din 4 §i numirul de arce
din subgraful corespunzitor este A, atunci:

AU {x})=2(A+m(x, A))/ (n(n+ 1))
Daca se cere ca /(4 U {x}) > f, atunci trebuie ca:

24+ 2m(x, A) > fn*+ fn. (3.9
Presupunand ci #(4) > S, rezulti:
242 8n*- fn. 3.5)
Din (3.4) 5i (3.5) se obtine conditia suficienta:
m(x, A)> fn,

care permite identificarea recursiva de mulfimi 4 care sunt g - clici maximale.

Dacé se cere un subgraf cu cel mult & noduri, atunci se considerd un test
suplimentar pentru numarul de noduri.

In continuare se prezinta o generalizare a definitiilor precedente, deoarece in
cadrul reducerilor succesive se efectueazi suprapuneri de noduri, eliminarea unor
muchii §i suprapunerca unora dintre ele. Din acest motiv, nodurile §i muchiile
grafului dat si ale celui redus sunt ponderate pentru a conserva, in graful redus, un
maximum de informatie privind graful dat. Fie:

GX.E.[,g). [ X>N g E—->N
graful dat, unde /' si g sunt functiile pondere ale nodurilor si muchiilor. Fuvectia 7(A)
are definifia:

= 2[ T Eg([x,y] ) /((XGZA f(x)Xng S (x)_l))'

xyle
x,}vl/i

Pentru simplificarea scrienii se foloseste notatia:
ZA f(x) = p(A) (ponderea submultimii A).
X€

De asemenea, se introduce un criteriu numit /egatura definit prin:

=T glx
Lxéy li“éxa
si care permite identificarea dintre partile unui graf ce au acelasi grad de prezenti a
aceleia care este cel mai putin legatéd de restul grafului dat.
In continuare se prezinta procedura de identificare a submultimilor grafului
dat G, numite (a, 6)-clici maximale cu legituri minimale. Aceasta procedura se
noteazd ALPHA(G, f, g, 9, a; F) sau mai simplu ALPHA(«, E).

(G, £, g) este graful ponderat.
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Valoarea a € [0, 1] este aleasa a priori.
A este cea mai buni (a, 6)-clica maximala cu criteriul / astfel incat p(4) # 0.

Pentru multimile 4 ce nu sunt muchii p(4) > 2. Intr-adevir, daci 4 = {aq, b},
[a, b] € Esi fla)=f(b) =1, g([a, b]) = 1, atunci:
A)=2-1/22-1)=1.
Rezulti c3, in acest caz, 4 este o 1-clicd. Aceste mul{imi nefiind semnificative, se vor
elimina in pasul 5 al algoritmului.

Algoritmul 3.7. (ALPHA)
1. [Initializari] Se face 4o = I, l, = + i toate muchiile din E sunt initial nemarcate.
2. [Terminare] Dacé nu exista [a, b] € E neinarcati, atunci STOP.
3. [Marcare] Se alege o muchie [a, b] € E nemarcatd, se face 4 = {a, b} si se
marcheaza [a, b].
[Test clicd] Daca #(A4) < a sau p(4) > 0, se trece la pasul 2.
5. [Test continuare] Daca nu existd x cu p(4Ux)<8si 1((AUx)>a, se trece la pasul 8.
6. [Alegere] Se alege x; astfel incat: p(4 U xy) < 8 5i pentru orice x pentru care
p(A U x) < Osi fie adevarati inegalitatea 1(4 L x) < 1(4 U xg).
7. [Adaugare nod la clicd] Se face 4 = 4 U x, §i se trece la pasul 5.
8. [Redefinire] Daca p(A4) < 2 51 {(A) <y, se face [, = {(A) si Ay = A.
9. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B

3.6.2. Procedura contractarii grafului

In contractarea unui graf se aplica urmatoarele trei principii:

1. Graful G cu »n noduri §i m muchii se transforma intr-un graf G’ avand »’ noduni i
m’ muchii astfel incat: n > n’ sim > m’.

2. Se pastreaza invariantd structura (a, )-clicilor intre G 5i G’, mai precis, daci ¢
este aplicatia P(X) - P(X") indusi de aplicatia 7: X — X° de contractie, definitd
mai departe, atunci se cere ca:

ClAD]) = UA) 5i p’[KA)] = p(4).

3. Fiind datec doua parti disjuncte 4 si B ale grafului G, ordinea in care ele sunt
folosite pentru a contracta graful G este arbitrara. Aplicatiile p si ¢ ale lui P(X) in
R’ surt construite plecand de la aplicatiile /§i g ale lui X, respectiv E, in N. Pentru
construirea grafului este necesara conservarea informatiei continute in f§i g.

in continuare se folosesc notatiile: G=(X,E f,2), A este o parte conexi a lui X,
G’=(X.E’f,2’)=G/A este contractia grafului G dupa A, X’=(X-A)u{a)}, cu aeX,
E'={ENPy(X-A)}UE”, cu Py(V)={ W VI<|W|<2}, cu F'={[x,a]lxe X;Jucd;[xu]eE}.
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Functiile /° si g’ au definitiile:
_Ifx), xe X-4
f'(x)—{ p(A), x=a

gl[xy]). (x) (X -Ax(x-4)

8([*-)’])=JU§A8([X.“]), daciy=a si x#a
2z g([u,v]), dacax=y=a.

ucAveAd

Figura 3.21. ilustreazd modul de efectuare al contractarii unui graf.

v({)

TG ~OAXCELg)

w(2)
b)

Algoritmul 3.8. (Alfa-clic3)
[Initializare] Se face a=1.
[Construire clici] Se aplica algoritmul 3.7. ALPHA(q; E).
[Test]} Daca nu exista o 4 (a, 6)-clica nevida, se trece la pasul 7.
[Contractare] Se contracteaza graful Gin G/ A4.
[Ciclare] Daca problema rczultatd nu are un grad de simplitate suficient, se trece

AR I

la pasul 2.

[Terminare] Se identificd o solufie a problemei reduse §i STOP.
[Schimbare a] Se face a= a - 4a.

[Ciclare] Daca a> a,, s¢ trece la pasul 2.

© % N o

[Diagnostic negativ] Se trece la pasul 6. B

Observatii. 1. Datele la intrare sunt &, §i da (decrementul lui a).

2. Drept grad de simplitate se poate alege, de exemplu, numarul de muchii.

3. In cazul unui diagnostic negativ (pasul 9) se trece totusi la cdutarea unei
solutii, deoarece aceasti solutie s-ar putea dovedi acceptabila.

Exemplul 3.8. Un exemplu ilustrativ al procedurii de contractare este aritat in
figura 3.22. Nodurile §i muchiile grafului G au ponderea 1 §i i = 0.5.

Nodurile grafului G’ se obtin prin contopirea nodurilor incadrate in contururi
punctate, notate cu 4, B, ..., J si au ponderile notate langd aceste contururi. Muchiile
grafului G’ au ponderi egale cu 1, in afard de muchia ce conecteazi nodurile
corespunzitoare contururilor 4 si B, care au ponderea 2. W
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Fig 3.22.

Graful G’ obfinut in modul descris in cele doua euristici poate fi utilizat pentru
rezolvarea unei probleme de optimizare ce furnizeaza o solutie aproximativ: pentru ¢
problema initiala, reprezentata prin graful G.

3.7. Asezarea facilitatilor intr-o retea planara

elaboririi unor sisteme cit mai eficiente. In termeni de teoria grafurilor, problema se
poate formula astfel: Fiind dat un graf nedirectionat si ponderat, G = (V, E), sa se
identifice un subgraf planar al lui, G, = (V, E)), unde E, c E, avand o pondere totald
maxima a muchiilor. B

Aplicatii posibile: servicii, telefonie.

3.7.1. Euristica triunghiului

In cadrul euristicii triunghiului se incearca identificarea unor subgrafusi planare
convenabile pe calea construirii succesive a unei triangulatii. Algoritmul incepe cu
identificarea primelor patru noduri aplicind procedura SELECT sau AVARICE.

Algoritmul 3.9. (SELECT)

1. [Ponderi] Se calculeaza pentru fiecare nod i suma: M(i) = .ZV wj; , unde w; este
j€
ponderea muchiei ce unegte nodurile v; §i v;.

2. [Ordonare] Se ordoneaza nodurile in ordinea nedescrescitoare a valorilor M(i).
3. [Selectare] Se selecteaza primele patru noduri. B
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Algoritmul 3.10. (A VARICE)

1. [Muchie initiald] Se identificd o muchie ab de pondere maxima.

2. [Triunghi inifial] Se cautd un nod c astfel incat triunghiul {a, b, ¢} ‘i fie de
pondere maxima.

3. [Tetraedrul initial] Se cauta un nod d astfel incat graful complet {a, b, c, d} si fie
de pondere maxima. Fie K, graful complet definit de aceste noduni (fetraedru).
Graful are muchiile ab, ac, ad, bc, bd si cd si triunghiurile abc, abd, acd si bed.

4. [Adaugare noduri] Se adaugd nodurile ramase, succesiv cdte unul in ordinea
definitd de algoritmul 3.9., identificand de fiecare datd triunghiul in care se
insereaza nodul. Fie de inserat nodul u. Drept triunghi de inserare se alege
triunghiul abc pentru care suma w,, + w;, + w,, are valoarea maxima. Procesul de
addugare (vezi figura 3.23.) poate fi formalizat in felul urmator:

V=Vui{u}, E=EuU {au, bu, cu} si T= T {abu, acu, bcu} \ {abc}. B
d d

//;i"t;
b c b fo
Fig. 3.23.

Procedeul de inserare genereazi succesiv grafuri planare aga incat nu este
necesara testarea planaritatii la aplicarea algoritmului 3.10.

3.7.2. Euristica expandairii rotilor

Aceasta euristica incepe, ca si in cazul precedent, de la un tetraedru furnizat de
SELECT sau AVARICE, aplicand succesiv operatia de desbinare a nodurilor, care
constd in inlocuirea unui nod v de grad cel putin patru cu doud noduri v’ i v”, graful
obtinut fiind o triangulatie.

O roata cu n noduri este un graf ce contine un ciclu de n - 1 noduri (obada),
fiecare nod al lui fiind adiacent cu un acelasi nod (butuc). Desbinarea nodului butuc,
ilustrata pe figura 3.24, creaza, intuitiv, doua roti suprapuse.

Procedura expandarii incepe cu gencrarea unui tetraedru inifial H, atilizand
SELECT sau AVARICE. La fiecare pas urmitor se adauga la H un nod in modul
urmator. Se identifica un nod x in H st un nod y in G\ H. Se cautd doud noduri & si /
pe obada rotii w,, avand ca butuc pe x. Se expandeaza w, in vederea formarii rofii w/
§i a unei noi rofi w,, astfel Incat k i / sa fie situate pe obada ambelor roti. Procedura
este ilustrata pe figura 3.25.
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Fig. 3.24.

l

A= parte a tui 4 B = parte a tui H(x, y. £ {)
Fig. 3.25.

Graful Fl(x, y,k,l) obtinut din H, depinde de alegerea nodurilor x, y, k, /. Pentru
obtinerea lui A se poate utiliza o strategie Greedy care constd in alegerea nodurilor
x, v, k st [ astfel incat I:I(x,y,k,/) sd fie cat mai greu.

3.7.3. Euristica Greedy

In cadrul acestei euristici, se pleaca de la un graf cu n noduri, fard muchii. in
continuare se ordoneaza muchiile necrescator in raport cu ponderile, apoi se identifica
succesiv muchiile ce pastreaza planaritatea grafului. Procedura se incheie dupid ce au
fost selectate 3n - 6 arce. Testul de planaritate reprezinta efortul computational major,
chiar daci testul lui Hopcroft si Tarjan [HOP74] are complexitate liniara in timp.

3.7.4. Imbunititirea solutiilor finale

Fiind obtinuté o solutic cu una dintre euristicile propuse, ea poate fi

~~~~~
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1. Inlocuirea muchiilor. Eliminarea unei muchii ab dintr-o triangulatie creazi un
patrulater, de exemplu acbd. Dacd a doua diagonald cd a patrulaterului nu
apartine solufiei, ab se poate inlocui cu cd, solutia fiind mai buna daca w,, < w,,.

2. Relocarea nodurilor. Un nod a de gradul 3 si arcele incidente cu el ae, af §i ag
poate fi relocat intr-un nou triunghi al triangulatiei, bcd, introducand arcele ab, ac
si bd, in modul descris in figura 3.26.

4 =

Fig. 3.26.

Noua triangulatie este mai buni daca:

Wae + Wyf + Wyg < Wyp + Wae + Wug.

3.7.5. Complexitatea euristicilor propuse

In continuare, cele trei curistici sunt notate cu DELTA, W-E si GREEDY.

Pentru curistica DELTA sc obscrva c¢a, la fiecarc ctapa / a inserarii unui nod,
existda O(i) triunghiuri candidate de luat in consideratie. Rezultd cd, vtdnd cu
C complexitatea in timp:

C(DELTA) = ":Z?O(i) = O().

Pentru curistica W-E, in [EAD82] sc demonstreazi ca C(W-E) = O(n") in cazul
cel mai defavorabil. Pentru grafuri generatc aleator i avand un grad al nodurilor
limitat, complexitatea este O(1").

in cazul euristicii GREEDY, in ccl mai rau caz, sunt parcurse O(n”) muchii,
testul Hopcroft si Tarjan fiind apelat ca subrutini. Rezulta o complexitate O(?).

3.8. Drum hamiltonian intr-un graf planar maximal

Un drum hamiltonian intr-un gral estc un drum minimal ce trece prin fiecare
nod micar o dati. Lungimea drumului hamiltonian este datd de numdrul total de
muchii parcurse de drum. Fiind dat un graf & = (V, E), numarul nodurilor vste notai
cu p =|¥]. Un drum de lungime k al lui G este o secventad vy e, v, e, ... & vy, astfel incat
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nodurile muchiet e; sunt v;, si v;, pentru fiecare 1 <i < k. Lungimea unui drum W este
notatd /(W). Un drum W este drum inchis maximal (engl. closed spanning walk) al lui G
daci v, = v; si fiecare nod din G apare micar o datd. Un drum hamiltonian in G este
un drum inchis maximal de lungime minimald. Fie A(G) lungimea unui drum
hamiltonian in G. Este evident ca p < h(G) < 2(p - 1). Un ciclu este un drum inchis ale
carui noduri sunt distincte. Un ciclu hamiltonian in G este un drum inchis maximal de
lungime p, adicd un ciclu ce trece prin fiecare nod al lui G exact o datd. Un graf este
hamiltonian daca contine un ciclu hamiltonian. Un graf planar maximal este un graf
planar daca prin adaugarea oricdrei alte muchii se obtine un graf neplanar. : ‘rice faja
a unui graf planar maximal este un triunghi. Un triunghi al unui graf planar maximal
este numit triunghi non-fata (engl. nonface triangle) daca nu este frontiera unei fefe.

Pentru un triunghi non-fatd a unui graf planar maximal G, se noteazi cu
Gr=(Vr,Er) subgraful lui G din interiorul lui T §i cu Gro=(V710,E70) sugraful lui G din
exteriorul lui 7. Mai precis, dacd T=xy z (x, y, z € V), U’(T) este mulfimea nodurilor
din interiorul lui T si U’(T) este multimea nodurilor din exteriorul lui T, atunci G
este subgraful lui G definit de multimea de noduri {x,y,z} VU (T), adicd Gr=G-U"(T)
si Gro este subgraful lui G definit de nodurile {x,y,z}uU"(T), adicd Gro=G-U(T).
Cu py §i pro se noteaza respectiv [Vr s |Vrol.

in algoritmul propus se folosesc doua strategii si anume: divide et impera in
Algoritmul 3.11., numit HWALK, si augmentarea, descrisd mai jos, in Algoritmul 3.12.,
numit LCYCLE. Fiind dat un triunghi 7 ce satisface anumite condifii exprimate cu
ajutorul valorilor py; i pro, se procedcaza astfcl:

Algoritmul 3.11. (HWALK)

[Divizare| Se imparte graful G in doud grafuri maximale planare Gy, §i Gro.

2. [Prelucrare] Se apeleaza algoritmul pentru drumuri maximale in Gy §i Grp.

3. [Combinare] Se combini drumurile maximale din G §i Gpo intr-un drum
maximal al grafului G. ®

¥

a) Tipnet [ ) Timst Tew & impar  c) Tiput Il cu & par
Fig. 327
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Algoritmul 3.12. (LCYCLE)

Ori de céate ori un graf contine un nod x al unui ciclu C curent obtinut §i
satisficind anumite condifii, unele muchii ale lui C sunt inlocuite cu alte muchii,
astfel incat x s devina un nod al unui nou ciclu, avand o lungime cu unu mai mare.
Fie configuratiile din figura 3.27, unde C este reprezentat sub forma C= vy v v; ... vg.
In figuri un ciclu vechi este desenat cu linii subtini §i unul nou cu linii pline.

1. Figura 3.27.a) reprezinta o configuratie in care G are un nod x al lui C adiacent cu
nodurile v, i v; ale muchiei [v,;] din C. De notat ca, probabil, v=v,, unde v; este
un al treilea nod la care este adiacent x. (Se stie cd orice nod din C are gradul 3).
Evident ci ciclul C’ = v, v| x v; 11 ... vy din G este mai lung decit C.
2. Figurile 3.27.b) 51 3.27.c) reprezinta configurafii, in care pentru un am:it £ > 1
sunt satisfacute conditiile:
1) (Vi1, Vi) € E pentru fiecare i, | <i <k, si
1) un nod x al lui C este adiacent cu vy §i Vju.
Pentru simplificare, nodurile v, sunt notate in figurile 3.27.b) si 3.27.c) cu i.
Daca k este impar, atunci ciclul:
C’ =V Va Vg oo Viey Vi) Vi V2 oo V3V X Viig .. Vg
al lui G este mai lung decdt C (vezi figura 3.27.b). Daca k este par, atunci ciclul:
C =V vy vy o Vi Vi) Vi) .. VIV X Vg2 ... W
din G este mai lung decat C (vezi figura 3.27.c). De notat ca o configuratie de tipul 1.
poate fi interpretatd ca un caz special al tipului 2. cuk=0. 1

Exemplul 3.9. In figura 3.28. este dat un graf planar maximal G = (V, E), cu
V=1{0,1,2, .,16}. Ciclul C=01 2 .. 14 0 este reprezentat prin arce pe cerc.
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Nodurile 15 §i 16 ale ciclului C au gradul 3. Graful G contine o configuratie de

tipul 1. relativ la nodul 16: [16, 0], [16, 1] € E si o configuratie de tip 2. relativ la

nodul 15: [6, 8], [7, 9], [8, 10], [15, 7], [15, 11] € E (k= 3). Noul ciclu:
C=01612354568109715111213140,

mai lung decat C, este desenat cu linii pline. B

Algoritmul HWALK identifica intr-un timp O(p®) un drum maximal inchis a
carui lungime este cel mult egala cu 3/2 (p -3) daca graful are p 2 11 noduri.

3.9. Algoritm euristic pentru generarea de separatori

Y

mici In grafuri arbitrare

Punerea problemei. In multc aplicatii este util si se poatd efectua
descompunerea unui graf G in doua parti G, si G, conectate printr-un numar mic de
arce. Un cxemplu ilustrativ il constituie proiectarea circuitelor electronice
dreptunghiulare, astfel incat cele doua parti ale unui astfel de circuit sd fie
interconectate printr-un numar mic de conexiuni. @

Aplicatii posibile: circuite electronice §i electrice, proiectarea unor sisteme si
baze de date distribuite.

O sectiune intr-un graf G=(¥,E) cu n noduri este o partitie (W, W) a mulfimii V.
Un separator S intr-un graf G = (¥, £) cu n noduri este o partifie C = (WW) a
multimii V astfel incat (W] > n/ 3 i |l4—/] > 5/ 3, unde cu |A4| este notat numirul de
elemente al multimii 4. Un asemenea separator se numeste mic dacid numarul de

arce (v, wycuvin Wsiwin W cste mic.

Algoritmul 3.13. (A4)

Idetle de baza ale euristicii propuse, numitd algoritmul A, sunt urr-itoarele.
Fiind dat un graf conex G, sc considera problema p a fluxului, in care o jumdtate din
nodurile lui & sunt alese drept sursc §1 ccalalta jumatate drept destinatii (engl: sink).
Fie V, multimea surselor si I, multimea destinafiilor. Fic de asemenea un nou nod
sursd A conectat prin arce cu (oate sursele si un nou nod destinatie Z conectat prin
arce cu toate destinatiile. Capacitatile (de transport) ale tuturor arcelor incidente cu 4
si Z sunt egale cu unu §i capacitatile arcelor lui G au valoarea x (in ambele sensuri).
Mairimea x constitue parametrul problemei transporturilor. Initial valoarea x se alege
suficient de mare astfel incat nici unul dintre arcele lui G nu este saturat de fluxul
generat de capacitafile arcelor incidente cu 4. Pentru aceasta, este suficientd o valoare
x egald cu n / 2. Arcele din 4 in V, si, respectiv, cele din V; in Z sunt saturate
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(deoarece capacitifile lor au valoarea 1). In continuare, valoarea x esic redusi
succesiv, folosind de exemplu cautarca binara, pana cand se identifica o valoare x’
astfel incdt problema fluxului p(x’ + &) defineste un flux maximal in care nici unul
dintre arcele lui G nu este saturat, dar problema p(x’) defineste un flux maximal care
satureaza unecle dintre arcele lui G. De asemenea, problema fluxului p(x’ - €) are un
flux maximal care nu satureaza un arc oarecare (4, y) sau un arc oarecare (w, Z). De
exemplu, daca G are un singur arc intre a §i b, a fiind sursa si b destinatie, atunci daci
x > 1, arcele (A4, a) si (b, Z) vor fi saturate in cazul unui flux maximal. Daca
x =1, arcul de la a la b va fi de asemenea saturat in cazul unui flux maximal. Rezulti
ci problema p(1 + &) are un flux maximal pentru care nici unul dintre arcele lui G nu
este saturat, dar p(1) are un flux maximal care satureaza un arc oarecare din G.
De asemenea, p(l - &) are un flux maximal care nu satureazi arcele (4, a) si (b, Z).
Daca valoarea inifiala a lui x este n, atunci log(n) iteratii reduc incertitudinea la 1 si
fiecare iteratie urmatoare adauga un supliment semnificativ de informatie. Rezulta ca
O(log(n)) iteratii sunt suficiente pentru a obtine o valoare semnificativa a fluxului.

Fie A’ mulfimea nodurilor y din G astfel incat arcul (4, y) este nesaturat
intr-un flux maximal pentru problema p(x’ - ¢). Fie Z” multimea nodurilor din G astfel
incét arcul (y, Z’) nu este saturat in acest flux. Se poate ardta ca arcele saturate ale
lui G separa pe A” de Z’ si ca A’ i Z° sunt nevide. Rezulla ca arcele saturate ale lui G
separd pe G si cu ajutorul lor sc poate obtinc o secfiune C care separd pe A’ de Z
astfel incat toate fluxurile prin accasta sectiune au acelasi sens. Aceastd sectiune se
poate obtine usor folosind algoritmul de flux maximal. B

Eficacitatea algoritmului este datd de urmatoarea teorema.

Teorema 3.3. Algoritmul A identificd intotdeauna o secfiune avand o
capacitate a arcelor aproape maximala. B

Pentru deducerea unei margini privind performanta algoritmului A se introduce
urmatoarea definitie.

Definitia 3.2. Calitatea g(C) a unei sectiuni C = (W, W) este definitd de
raportul min(|W|,|W|)/|C1. [ ]

Teorema 3.4. Fie C=(W W) o scctiunc a grafului G. Atunci, pentru n, | W] si fW]
tinzand catre infinit, probabilitatea ca algoritmul 4 sa identifice o sectiune aviand o
calitate diferitd de g(C) cu mai pufin de g(C) / Jn se apropie de o constantd mai mare
ca 0.3. Aceasta probabilitate creste daca raportul min(IW HWI)/ n scade. &

Se poate intampla ca sectiunea C sa nu fie un separator, daci ea partitioneaza
multimea nodurilor in douad submultimi de marimi foarte diferite. In acest caz, este
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posibila aplicarea algoritmului 4 pe mulfimea mai mare §i repeta acest proc-'s de mai
multe ori. Combindnd impreund aceste sectiuni intr-un mod convenabil se poate

obtine un separator acceptabil.

surse destinafis

Fig. 3.29.

Observatii. 1. Se presupune ca numarul de noduri din G este par.
2. Un exemplu de graf pentru care valoarea n / 2 este atinsa este de forma celui
din figura 3.29. (pentru cazul n = 8).

Arcele punctate conecteaza pe A cu multimea ¥, a nodurilor sursi §i pe Z cu
multimea ¥, a nodurilor destinatie. In acest caz o capacitate de transport - arcului
(a, b) egala cu patru nu este suficienta pentru a asigura nesaturarea acestui arc.
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4 PROBLEMA COMISVOIAJORULUI

Problema comisvoiajorului este definitd in paragraful 1.1.2.2.1., unde este
prezentat $i un prim algoritm euristic de solutionare (NVN). Un alt algoritm euristic,
bazat pe arborele partial al unui graf, se afla in paragraful 1.1.2.4.2. In «« atinuare
vom da alte citeva metode euristice de solutionare a problemei comisvoiajorului,
unele restrictii i generalizari ale acestei probleme si, in final, sunt prezentate aplicatii
in care intervin astfel de algoritmi.

4.1. Metode euristice pentru problema comisvoiajorului

Metodele aproximative propuse sunt de tip secvenfial si anume la fiecare pas
are loc conectarea unor perechi de orase. Procesul conectarii oragelor trebuie sa evite
generarea de cicluri. Fiecare orag este conectat cu cel mult altele doua si oragele
situate la extremitdtile unui drum nu pot fi conectate decat in cazul in care toate
oragele au fost parcurse §i apartin toate unui singur drum.

4.1.1. Metoda extinderii bilaterale

in prima metoda propusa aici, numili metoda extinderii bilaterale, se + leaci de
la un drum ce contine o muchie de cea mai mica lungime §i sunt adaugate pe rind la
acest drum celelalte orage. La fiecarc noud conectare se alege unul dintre orasele ce
nu se afla in drum g1 care sc afla ccl mai aproape de una din extremitatile drumului
deja construit. In final se unesc celc doud capete ale drumului obtinandu-se un tur.
Aceasta constituie ideea de bazi folosita in construirea algoritmului 4.1. In acest
algoritm se conmsiderd drept intrare un graf nedirectionat complet cu n orase ce
determind distantele dintre perechile de orage considerate. Acest algoritm este
aseminator cu metoda NN. Deosebirea dintre ele estc aceea cd in metoda NN
extinderea sc face prin adaugarea unui nou oras la un singur capit al drumului,
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celilalt capit raimanand fix (orasul de plecare), pe cand in acest algorit~ drumu)
curent se poate extinde in ambele directii (addugarea se poate face la oricare dintre

cele doud capete).

Algoritmul 4.1. (Extindere bilaterala)

1. [Initializare] Se determind drumul P, = [a, b], unde [a, b] este una din cele mai
scurte muchii §i se face i = 2.

2. [Terminare] Daci i = n, se unesc capetele drumului 5i STOP.

3. [Alegere] Se alege din mulfimea {[x,a]|xe P;}{[x,b]lxeP;}, a si b fiind cele doui
capete ale drumului P;, cea mai scurtd muchie [x,y] astfel incat x¢ P, i ye {a,b}.

4. [Adaiugare] Se face i =i + 1; daca y = a, atunci se face P, =[x, a, ..., b} 5i a = x,
altfel se face P;=[a, ..., b, x] 5i b= x.

5. [Ciclare] Se merge la pasul 2. ®

1 4 2
5 5
\\ /,/
, 3
8 X
e
4 2 3

Fig. 4.1.

Exemplul 4.1. Pentru graful din figura 4.1., aplicand algoritmul 4.1. se obtin
drumurile: P; = (2,3), Py =[1,2,3], Py =[1,2,3,4] si in final se obfine ciclul [1,2,3,4,1]
de lungime 19. Un tur optimal este [1,2,4,3,1] de lungime 18. B

4.1.2. Metoda reducerii

Aceastd metodd poate fi privitd ca o generalizare a metodei precc :nte. Se
construiesc trei multimi de noduri: /ZOLAT, ce contine orasele care nu au fost unite
cu alte orase, CAPAT, ce contine orasele care au fost unite cu un singur alt oras si
PROCESAT. ce contine oragele care au fost unite cu alte doua orage §i 0 multime de
muchii TUR, ce contine muchiile selectate pentru turul selectat. Algoritmul este:

Algoritmul 4.2. (Reducere)

1. [Initializare] Se face IZOLAT={1,2,...,n}, CAPAT=0, PROCESAT=0, TUR=Q si
se ordoneazid muchiile grafului in ordinea nedescrescétoare a lungimii lor.
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2. [Terminare] Daci IZOLAT = & si CAPAT contine doud orage, se adaugi la
mulfimea TUR muchia ce uneste orasele aflate in CAPAT si STOP.

[Muchie noud] Se elimina prima muchie [x, y] din mulfimea ordonata de muchii.

4. [Muchie nefolositoare] Dacd x € PROCESAT sau y € PROCESAT sau x i y sunt
legate prin muchiile deja considerate in TUR, atunci se merge la pasul 3.

[Adaugare) Se adauga muchia [x, y] la multimea TUR..

6. [Situare x] Dacd x € IZOLAT, se scoate x din IZOLAT si se trece in CAPAT, altfel
se scoate x din CAPAT si se trece in PROCESAT.

7. [Situare y] Daci y € IZOLAT, se scoate y din IZOLAT si se trece in CAPAT, altfel
se scoate y din CAPAT si se trece in PROCESAT.

8. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B

1 3 2
5 5
\\ /
7 4
y N
4 3 3
Fig 4.2

Exemplul 4.2. Pentru graful din figura 4.2, aplicand algoritmul 4.2. se obfine
mai intdi IZOLAT={1,2,3,4}, CAPAT=0, PROCESAT=0J, TUR=D si mulfimea
muchiilor ordonate {[1,2], [3,4], [2,3]. [1,3], [2,4], {1,4]}. Considerarea muchiei {1,2]
produce urmadtoarele modificari: /ZOLAT={3,4}, CAPAT={1,2}, PROCESAT=Q,
TUR={[1,2]} si mulfimea muchiilor ordonate {[3,4], [2,3], [1,3],[2,4], [1,4]}. Conside-
rarea muchiei [3,4] produce urmitoarele modificiri: IZOLAT=D, CAPAT={1,2,3,4},
PROCESAT=0, TUR={[1,2],[3,4]} s multimea muchiilor ordonate {[2,3],[1,3], [2,4],
[1,4]}. Considerarea muchiei [2,3] produce urmitoarele modificari: /7 'TAT=0,
CAPAT={1,4}, PROCESAT={2,3}, TUR={[1,2],(3,4],(2,3]} §i multimea muchiilor
ordonate {[1,3},[2,4],[1,4]}. Acum sunt indeplinite conditiile din pasul 2 rezultand
TUR={[1,2],[3,4].[2,3],[1,4]}, din care rezulta ciclul [1,2,3.,4,1] de lungime 17. Un tur
optimal este {1,2,4,3.1] de lungime 16. W
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4.1.3. Metoda proximitatii

Deoarece fiecare orag este conectat cu altele doud, rezulti ci lungimea
minimala a turneului, respectiv marginea inferioard, este cel putin egalid cu jumatatea
sumei distantelor dintre fiecare orag si doua dintre oragele cele mai apropiate lui. in
practicd aceastd limita este atinsd destul de rar.

In metoda urmitoare, numiti metoda proximitdtii (engl. proximity method),
oragele sunt conectate in ordinea crescitoare a distantelor de conectare. Pentru oragele
izolate se considera cele mai apropiate doua orase care au cel mult o legiatura, dar
nelegate intre ele §i pentru oragele cu o legiturd sc considerd acea legitura si cel mai
apropiat oras cu cel mult o legatura si diferit de celdlat capat al drumului la care
apartine oragul respectiv. Algoritmul este urmatorul:

Algoritmul 4.3. (Proximitate)

1. [Initializare] Se face JZOLAT = {1, 2, ..., n}, CAPAT = @, PROCESAT = &,
TUR=D 51 CAP(i)=0,pentrui=1,2, .., n.

2. [Terminare] Dacd IZOLAT = @ si CAPAT contine doui orase, se adaugi la
multimea TUR muchia ce uneste orasele aflate in CAPAT si STOP; altfel, daca
IZOLAT = {i} si CAPAT = {j, k}, se adauga la multimea TUR muchiile [i, j] si
[i, k} apoi STOP.

3. [Orase izolate] Pentru fiecare i € /ZOLAT se determind doud orase j si & din
IZOLAT U CAPAT, k # CAP(j) care minimizeaza expresia d; = w(i, j) + w(i, k).

4. [Orase capete] Pentru fiecare i € CAPAT se determind orasul j # CAP(i) din
IZOLAT w CAPAT care minimizeaza d, = w(i, j) + w(i, k), unde [i, k] € TUR.

5. [Alegere] Se alege i € IZOLAT w CAPAT pentru care valoarea d; este minima.

6. [iizolat] Daca i € IZOLAT, se adaugd la TUR muchiile [, j] si [/, k], unde j i k
sunt determinate la pasul 3, se muti j si k& din JZZOLAT in CAPAT sau din CAPAT
in PROCESAT si se schimba corespunzitor valorile din CAP pentru j & si alte
capete legate de cle.

7. [i capit] Dacd i € CAPAT, se adaugi la TUR muchia [/, /], unde j este determinat
la pasul 4, se muta j din /ZOLAT in CAPAT sau din CAPAT in PROCESAT si se
schimbd valorile din CAP pentruj $1 eventual celalalt capat legat de el.

8. [Marcare] Se trece i in PROCESAT s1 se face CAP(i) = 0.

9. [Ciclare] Se merge la pasul 2. ®

Exemplul 4.3. Pentru reteaua din figura 4.3.a), marginea inferioard a lungimii
turneului este egala cu:

%[(l+3)+(l+2)+(2+3)+(3+4)+(2+3)]=%(4+3+5+7+5)=12,
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¥ b) Q)
Fig. 4.3.

unde perechile de numere din patrantezele interioare se referd la nodurile 1, 2, ..., 5
ale retelei date obtinand valonle d, =4, d,=3,d;=5,d, =7 5i ds = 5. Se vede cd
orasul 2 urmeaza a fi ales, deoarece suma distantelor lui la oragele 1 §i 3 estc cea mai
micd dintre sumele minimale ale distantelor celorlate orase la céte alte doud orage.
Configuratia obfinuta este aratata pe figura 4.3.b). Noile valori calculate sunt 4, = 5,
dy=5,d, =17 51 ds ="7. Urmitoarea coneclare ce evitd generarea unui ciclu si asigura
o crestere minimala este, de exemplu, cea dintre orasele 3 §i 5 (ar mai putea fi §i cea
dintre 1 si 4), configuratia generata fiind aritatd pe figura 4.3.c). Acum sunt
indeplinite conditiile din pasul 2 (partea a doua) si se uneste orasul 4 cu capetele 1 si
5 ale drumului deja generat cum se aratd in figura 4.3.d). Turneul generat are
lungimea 14, care depdseste cu 2 marginea inferioard. B

4.1.4. Metode bazate pe pierderi

Pentru formalizarea altor euristici, se introduce notiunea de pierdere (engl.
loss) a oragului i, notata pierd(i) si definitd dupd cum urmeaza. Fie I(l, i), I(2, i), §i
1(3, i) cele mai apropiate trei orage de /, excluzidndu-le pe cele conectate de doud orni
si, daca / este deja conectat, excluzand orayul situat la cealaltd extremitate lantului.
si d(1, i), d(2, i), si d(3, i) distanjele corespunzatoare dintre i §i cele trei orage
mentionate. Pierderea unui oras /, notata pierd(i), misoara diferenta dintre realizarea
celei mai favorabile configuratii pentru nodul respectiv si cea mai defavorabild
configuratie ce s-ar putea obtine in urma unei conexiuni provocata de un alt orag ce se
poate uni cu unul dintre candidatii orasului / la un moment anterior, anuland astfel

Algoritmul euristic care tine seama de pierderi are urmatoarea structura:

Algoritmul 4.4. (Pierderi)
1. [Initializare] Se face /ZOLAT = {1, 2, ..., n}, CAPAT = &, PROCESAT = @,
TUR=D i CAP(/)=0, pentrui=1,2, ..., n.
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2. [Terminare] Dacd IZOLAT = @ si CAPAT conjine doud orase, se adaugi la
mulfimea TUR muchia ce uneste orasele aflate in CAPAT si STOP; altfel, daci
IZOLAT = {i} 5i CAPAT = {j, k}, se adaugi la mulfimea TUR muchiile [, j] si
[i, k] apoi STOP.

3. [Pierderi] Se calculeazi pierd(i) pentru fiecare oras i € IZOLAT U CAPAT.

4. [Alegere] Se alege din multimea /ZOLAT « CAPAT orasul i pentru care pierd(i)
este cea mai mare.

5. [Modificari] Se face pentru i conexiunea cea mai favorabili i se efectueazi
modificarile corespunzitoare ei.

6. [Ciclare] Se merge la pasul 2. ®

In continuare vom da cateva metode posibile de calcul pentru pierderile
asociate unui orag. Aceste functii sunt comparabile ca cficientd, putindu-se da
contraexemple prin care se demonstreaza ca nu exista o relatie de dominare intre ele.

4.1.4.1. Pierdere simpla

Daci i nu este conectat cu un alt oras, adica este izolat, atunci sunt necesare
doua conexiuni, in situatia cea mai favorabila fiind orasele /(1, i) si I(2, i) §i cea
defavorabila fiind orasele /(2, i) $1 I(3, i), deci:

pierd(i) = d(3, i) - d(1, i)
§i, dacd i este deja conectat, atunci este necesard o conexiune, in situafia cea mai
favorabila fiind orasul /(1, /) si cca defavorabila fiind orasul /(2, i), deci:

pierd(i) = d(2, i) - d(1, i),
in ambele cazuri, daca pierd(i) este picrderea maximald dintre toate pierderile
nodurilor care nu au doud conexiuni, 7 cstc coneclat la cel mai apropiat vecin, indicat
de /(1, i). Aceasta functie are avantajul simplitatii.

4.1.4.2. Pierdere compusa

Sa consideram trei exemple pentru care pierderea simpla ¢'s logic
inconsistenta. Primul dintre ele cste al unui oras i neconectat, cele doud mai apropiate
orase de el fiind conectate intre ele. In acest caz, orasul i nu poate fi conectat la cele
mai apropiate doud orage, devarece in felul acesta ar rezulta un ciclu. Legaturile alese
vor fi atunci catre primul cel mai apropiat oras si cel de al treilea. Daca legdtura
preferata la cel mai apropiat oras nu este obtinutd, pierderea minimalid sau costul
minimal se realizeazd prin conectarea la al doilea cel mai apropiat oras §i, daci
legitura la al treilea cel mai apropiat oras nu este obtinuti, atunci pierderea minimala
sau costul minimal se realizeazd pe calca conectdrii la al patrulea cel mai apropiat
oras. Deci, dacd /(1, i) este conectat cu /(2, i) §i i este neconectat, atunci:
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pierd(i) = max {d(2, i) - d(1, i), d(4, i) - d(3, i)},
dupa care se preferd conectarea lui i la /(1, i), respectiv I(3, i), dupd cum pi. ~d(i) este
egala cu d(2, i) - d(1, i), respectiv d(4, i) - d(3, i).

Al doilea exemplu este cel in care ~ele doud capete ale unui drum au ambele
drept candidat de legatura un acelasi oras. Al treilea exemplu este cel in care capetele
unui drum au printre candidate orage ce sunt capetele altui drum, fiecare in parte un
alt capat. Se mai pot obtine multe alte combinatii care pot duce la cicluri.

Tindnd seama de toate aceste situatii se poate construi o functie pierd(i) mai
complicat de explicat prin multitudinea situatiilor analizate. Pentru cei interesafi
prezentdm o variantd a acestei functii in limbaj C. Mentiondm ca in limbajul C cea
mai mici valoare a unui index este 0, nu | ca in alte limbaje, si, de aceea, valorile
corespunzatoare indicilor oragelor sunt diminuate cu o unitate. Numarul maxim de
orage este dat de NMO fiind in cazul nostru 1000. Parametrii de intrare sunt numarul
n de orase, matricea / care da pe fiecare coloand / indicii celor mai apropiate patru
orage cu cel mult o legatura de orasul i, matricea ¢ care da distantele corespnnzatoare
oraselor indicate in matricea / §i vectorul cap in care se pune indicele celuilat capat al
unui drum dacé orasul curent este un capit de drum sau se pune valoarea -2 daca
orasul curent are deja doud legaturi sau se pune valoarea -1 daca orasul curent nu are
nici o legétura, adica este nod izolat. Parametrii de iesire sunt vectorii pref in care se
pastreazd preferinta fiecarui orag pentru o legaturd care ar produce o pierdere mai
mare prin nerealizare si pierd care da pierderea maxima prin nerealizarea uneia dintre
legaturile optime. Fiecare rand al functiei este comentat pentru a se infelege diferitele
cazuri considerate.

#define NMO 1000

void pierdere(int n, int I[4][NMO]. float d[4][NMO]. int cap[NMO], int pref[NMO],
float pierd[NMO)J)

{inti, ], k,a,b,c;

for(i=0; i <n;jit+t+) // parcurgere orage pentru calculul pierderilor;
{pierd[i] = 0; pref[i] = -1, // initializare pierdere si preferinta pentru o123ul i;
if(cap[i] == -2) continue; // pentru oras i cu doud legdturi nu se fac investigatii;
a=I[0][i]; b=1[1](i]: /! fixare legdturi posibile cele mai apropiate de i;
prefli] = a; /f fixare cel mai apropiat oras ca preferatul principal al lui ;;
if(cap[i] ==-1) // cazul unui oras izolat (fara legituri deja considerate);
{pierd(i] = d[2][i] - 4[0]{i}; /1 se leaga i cu orasul /(3, i) in loc de I(1, §);
if(cap[a] == I[1][i]) i orasele I(1, i) i (2, i) legate intre ele;
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{pierd[i] = d[1][i] - d[O1[i]; // pierdere oras I(2, /) in loc de /(1, §);
if(pierd[i] <d[3][i] - d[2][iD) // pierdere mai mare cu /(4, {) in loc de I(3, );
{pierd[i] = d[3](i] - d[2][i]; prefli] = I[2][i];} // schimbare in §;
} // terminare calcule orasele /(1, i) si /(2, i) le  ate;
else // oragele I(1, i) si I(2, i) nu sunt legate;
if(cap[a] == I[2][i]) // orasele I(1, i) s1 1(3, i) legate intre ele;
{if(pierd[i] < d[3][i] - A[1][i]) // pierdere mai mare cu /(4, /) in loc de /(2, i),
{pierd[i] = d[3][i] - d[1][i); prefi] = I[1][i};} // schimbare in i;
} // terminare calcule orasele /(1, i) si /(3, i) legate;
else // oragele I(1, i) si I(3, i) nu sunt legate;
{if(cap[b] == 1[2][i]) // oragele 1(2, i) si I(3, i) legate intre ele;
pierd[i] = d[3][i] - d{0]{i]; /1 pierdere oras {(4, /) in loc de I(1, i);
} // terminare calcule orasele /(1, i), /(2, i) s1 /(3, i) nelegate;
} // terminare calcule pentru oras i izolat;
else // cazul unui oras cu o legatura deja stabilita;
{pierd[i] = d[1][i] - d[O}[i]; /I pierdere oras /(2, /) in loc de (1, );
j = capli]; /1 j este celalalt capat legat de i;
if(j <i) /1 capatul corespunzator lui i a fost p.ocesat;
// coordoneaza alegerile intre cele doud capete;
{k=1[1]0L% /1 % este noua preferinta posibili pentru j;
if(1[0}[1] == 1[0]L]) /1'1(1, i) acelasi cu I(1, );
ifQrIa == 101 /1 1(2, i) acelasi cu I(2, j);
if(1[1][i] == cap[a]) // orasele I(1, i) si I(2, i) legate;
if(d[2][i] - A[0][i] < d[2][j] - A[O][J]) /I alegere intre i i Jj;
{pierd[i] = d[3][i] - d[2]{i]: pref[i] = I{2][i];} // schimbare i,
else // se modifica alegerea din j;
{pierd(j] = 311 - d[210j); preflj] = I[2](j};) // schimbare j;
else /l oragele I(1, i) 51 /(2, i) nelegate;
if(pierd[j] > pierd[i]) /1 se face schimbare pentru preferinta lui i;
{pierd[i] = d[2][i] - A[1][i]: /1 pierdere oras /(3, /)y in loc de I(2, §);
prefli] = I[1][i]; /f se preferd orasul /(2, i) in i;
if(1{2][i] == cap|a]) // sunt legate oragele /(1, /) cul(3, i),
pierd[i] = d[3][i] - d[1][i]; // pierdere orag /(4, /) in loc de /(2, i);
if(1{2][j] == cap[k]) /f sunt legate oragele /(2, j) si I(3, ));
pierd[j] = d[3][j] - d[O][j]; // pierdere oras /(4, j) in loc de I(1, ));
else // nu sunt legate orasele /(2, j) si I(3, ));
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pierd[j] = d[2](j] - d[0][j];
}
else
{pierd[i} = d[2][i] - d[O][i]:
if(1{2][i] == cap(b])
pierd[i] = d[3][i] - d[0][i];
if(112](j] == capl[a])
pierd[j] = d[3](;] - d(1][j];
else
pierd[j] = d[2](j] - d[1][j);
prefj] = I[1]();
}
else
if(I{ 1][i] == cap(a])
if(pierd[j] < d[2][i] - d[O][i])
{if(1[2][j] == capla))
pierd[j] = d[3][j] - d[11[j];
else
pierd(j] =d[2](j] - d[1]{j}:
prefli] = I[1]0];

// pierdere orag I(3, j) in loc de I(1, );

// terminare schimban pentru preferinta lui i;
// se face schimbare pentru preferinta lui j;
/1 pierdere oras I(3, /) in loc de /(1, i),

/I sunt legate orasele /(2, i) cu /(3, i)

/1 pierdere orag /(4, ¢) in loc de I(1, 1),

// sunt legate orasele /(1, i) si I(3, j);

/f pierdere oras /(4, j) in loc de (2, j);

// nu sunt legate orasele I(1, /) si I(3,));

// pierdere orag /(3, j) in loc de 1(2, j);

// preferatul lui j este orasul /(2, j);

// terminare schimbari pentru preferinta lui j;
/1 1(2, i) acelast cu I(2, j);

/1 oragele I(1, i) si (2, i) legate;

// j cu pierdere mai mica decat i;

// sunt legate orasele /(1, 1) 51 {(3, ));

// pierdere oras /(4, /) in loc de /(2, j);

// nu sunt legate oragele /(1, i) 51 {(3, ));

// pierdere oras (3, y) in loc de (2, >

/1 preferatul lui j este orasul /(2, j);

} // terminare calcule ; cu pierdere mai mica decit i;

else

{pierd[i} = d[3][i] - d[2][i}; preffi] = I[2][i}:}

else
if(1[1]0] == cap(a])
if(pierd{i] <d[2](j] - d[O][])
{if(1[2]{i] == cap[a])
pierd[i] = d[3][i] - d[1][1]:
else
pierd[i] = d[2][i] - d[1][i]:
pref[i] = I[1][il:

/1 cu pierdere mai mica decit j;

// schimbare in i;

/1 oragele /(1, i) 51 I(2, {) nu sunt legate;
// sunt legate orasele /(1, i) 51 (2, j);

// pierdere in { mai mici decat in j;

i/ orasele (1, i) si {(3, i) legate;

// pierdere orasg /(4, i) in loc de /(2, i),
/1 oragele I(1, i) si I(3, i) nu sunt legate;
/ pierdere oras /(3, i) in loc de (2, i);
/7 schimbare preferintd i pentru /(2, i);

} /f terminare calcule pierdere in i mai mica decét in j;

else

{pierd[j] = d[3](j] - d[2](j}: prefly] = 1[2]()):}

else
if(pierd[j] > pierd[i])

{// pierdere in j mai mica decat in i;

// schimbare j,

/1 oragele I(1, i) si /(2, ) nu sunt legate;

/1 se face schimbare pentru preferinga lui ;
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{if(1[2][i] == cap[a]) // orasele I(1, i) i I(3, i) legate;
pierd[i] = d[3][i] - A[1][1]; // pierdere oras /(4, i) in loc de /(2, i);
else /I oragele I(1, i) si I(3, {) nu sunt legate;
pierd[i} = d[2]{i] - d[1][i]; // pierdere oras /(3, i) in loc de /(2, i);
prefli] = I[1][i]; /I schimbare preferinta i pentru /(2, i);
} // terminare calcule pierdere in i mai mica decit in j;
else /! se face schimbare pentru preferint» lui j;
{if(I[2][j] == capla)) // sunt legate oragele I(1, i) $i I(3, ));
pierd(j] = d[31[j] - d[11[]; // pierdere orag I(4, j) in loc de (2, j);
else // nu sunt legate orasele /(1, i) i (3, ));
pierd[j] = d[2](j] - d[11}(j]; // pierdere oras /(3, /) in loc de /(2, j);
pref(j] = 1[1]0); // preferatul lui j este orasul /(2, j);
} // terminare calcule /(1, i) acelasi cu (1, j);
else // orasele I(1, i) si I(1, j) diferite;
if(A[1][1] == 1[0]j]) // orasul I(2, i) acelasi cu orasul I(1, j);
if([0][i) == I[1]UD) // oragul I(1, i) acelasi cu oragul /(2, f);
if(1[1][i] == cap[a]) // oragele I(1, I) st I(2, i) sunt legate;
if(d[2][i] - d[O][1] < d[2]05] - A[O1ILD) // pierderea din { mai mica;
{pierd[i] = d[3][i] - d[2][i]; prefli] = I[2][i]:} // schimbare in J;
else /I pierderea din j mai mica,
{pierd[j] = d[3](] - d[2]0]; prefy] = 1[2]1]:} // schimbare in j;
else /f orasele (1, i) si /(2, i) nu sunt legate;
{pierd[i] = d[2][i] - A[O][i]; // pierdere oras /(3, i) in loc de I(1, i);
if(1{2][i) == cap[b]) /l oragele I(2, i) s1/(3, i) sunt legate;
pierd[i} = d[3][i] - d[0]{i]: // pierdere orag /(4, i) in loc de I(1, i);
if(1[2][j} == cap[k]) // oragele /(2, ) si {(3, j) sunt legate;
pierd[j] = d[3][3] - d[0][j1; // pierdere orag I(4, j) in loc de I(1, ));
else // orasele /(2, j) si /(3, j) nu sunt legate;
pierd[j] = d[2][j] - d[O](j]: // pierdere orag /(3, j) in loc de /(1, j);
} /7 terminare calcule pentru orasele /(1, i) s1 /(2, i) nelegate
else // orasul I(1, i) diferit de orasul /(2, j);
if([ 1][i] == capla]) // oragele I(1, i) si /(2, i) sunt legate;
if(d[2][i] - d[O][1] < pierd[j]) // pierderea din i/ mai mici;
{pierd(i] = d[3][i] - d[2][i]; prefli] = 1[2][i]:} // schimbare in i;
else // pierderea din j m:-+ mici;
{pierd[j] = d[2](3] - d[1]10)]: prefly]) = I[1]0]):} // schimbare 1n J;
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else
if(1{2][i] == cap[b])
pierd[i] = d[3][i] - A[O0][i]:
else
pierd[i] = d[2](i] - d[0][i];
else
if(1[0][i] == I[1]0D)
if(1[0][j] = cap[k])

if(d[2]()] - d[0][j] > pierd[i])
{pierd[i] = d[2][i] - d[1][i]; prefli} = I[1][i];}

else

{pierd[j] = d[3]] - d[2]0); pref[j] = 1[2](j);}

else
if(1(2](j] = cap[k])
pierd[j] = d[3](j] - d{0]0];
else
pierd(j] = d[2](j] - d[0](j]);
else
if({1]0i] == {106 D)
if(I[1][i] == cap[a])
if(1[0][i] == 1[2]0L])
pierd[j] = d[3](j] - d[0]0):
else
pierd[j] = d[2][j] - d[0]0);
else
if(1[0][j] == cap[k])
if(1[21{i] == 1[0]1D)

pierd[i] = d[3][i] - d[0](il;

// oragele I(1, i) i I(2, i) nu sunt legate;
// oragele I(2, i) i I(3, i) sunt legate;

// pierdere orag /(4, i) in loc de I(1, §);
/1 oragele I(2, §) si I(3, «) nu sunt legate;
// pierdere orag /(3, i) in loc de I(1, §);
// orasul /(2, i) difent de orasul /(1, .
// orasul I(1, i) acelasi cu orasul /(2, j);
I/ aragele I(1, j) si (2, j) sunt legate;

// pierderea din / mai mici;
// schimbare in i

// pierderea din j mai mic3;
// schimbare in J;

// oragele I(1, j) si (2, /) nu sunt legate;
// orasele I(2, j) si I(3, j) sunt legate;

// pierdere orag /(4, j) in loc de /(1, j);
/1 oragele I(2, j) si I(3, /) nu sunt legate;
// pierdere oras /(3, /) in loc de I(1, j);
/Il oragul I(1, i) diferit de orasul /(2, j);
// orasul (2, i) acelasi cu orasul /(2, /);
// orasele /(1, i) si /(2, i) sunt legate,

/7 orasul I(1, /) acelasi cu orasul (3, j);
// »ierdere oras /(4, j) in loc de I(1, j);
/! oragele I(1, i) si I(3, /) sunt diferite;
/I pierdere orag /(3, j) in loc de I(1, j);
/! oragele I(1, i) si I(2, {) nu sunt legate;
/! orasele I(1, ) si I(1, j) sunt legate;

/1 oragele I(3, i) si (1, j) coincid;

/1 pierdere orag /(4, i) in loc de I(1, i);

else /! orasele (3, i) si I(1, j) difenite;
pierd[i] = d[2][i] - d[O][i]; /1 pierdere orag /(3, i) in loc de /(1, i);
} // terminare tratare coordonare cele doua capete i §i J;
} // terminare calcule pentru orag 7 cu o legaturi deja stabilita;
// terminare ciclul pentru parcurgere orasge;

/! terminare functie de calcul pierden si preferinte d .egare.
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4.1.4.3. Folosirea distantelor ajustate

La stabilirea pierderilor, in loc si se tini seama de situafia unui singur orag, se
pot avea in vedere perechile de orage. Aceasta deoarece, daca orasul j este cel mai
apropiat de orasul /, s-ar putea ca orasul i/ si nu fie cel mai apropiat de orasul j,
existand un alt oras & mai aproape de j. Aceasta implica, in cazul legirii lui # cu j,
sé fie favorabil pentru i dar nu pentru .

Pentru stapanirea fenomenului mentionat, se poate utiliza notiunea de distanfa

ajustata dintre doua orage care este datd de expresia:
da(i,j)=2d(i,])) - d1(i) - d1(}),

unde d1(i), respectiv dl(j), reprezintd distantele orasului i, respectiv j, la cel mai
apropiat oras de /, respectiv de j si d(i, j) este distanta dintre / §i j. Utilizind distanfa
ajustata in locul distantei obignuite in calculul pierderilor simple sau compuse, se pot
construi alte euristici numite cu pierderi simple ajustate, respectiv cu pierderi
compuse ajustate, in a doua dintre ele fiind considerate constructiile ce evitd
inconsistenta logicd. De multe ori, euristicile ce folosesc distanfa ajustatd dau
rezultate mai bune decit curisticile cu distante obisnuite.

4.1.4.4. Euristici mai rapide

Euristicile bazate pe pierderi pot fi usor modificate pentru a reduce timpul
necesar pentru calculul pierderilor in modul urmitor. In loc si se recalculeze
pierderile la fiecare realizare a unei legituri. se pot folosi aceleasi pierde , pana la
aparifia realizarii unei legaturi pentru care pierderca este influentata de legaturile
realizate intre timp, caz in carc este necesard recalcularea picrderilor. Mai precis, este
necesara recalcularea in momentul cand se face tentativa de a lega orasul i cu j daca:
1. Modificarile cfecuate afecteaza cel putin una din valorile pierd(i) sau pierd(j)

produse cventual de celelalte capete cu care ele sunt legate.

2. Cel putin unul din cele doui orage este candidat la o legatura realizatd sau nu.

3. Cel putin unul din cele doud orage a avut legatiturd cu un nod capit care a
participal la o legétura de la ultima recalculare a pierderilor.

Eficienta euristicilor obtinute este comparabild cu cea a celor din care provin
din punct de vedere al lungimii turului determinat. Avantajul este cd numarul de
calcule scade simtitor, mai ales in cazul unui numar mare de orage, de foarte multe on
fiind necesard numai recalcularea a 2-4 pierderi la majoritatea legiturilor. In schimb
apare un efort ceva mai mare la programare.
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4.1.5. Metoda ciclurilor crescatoare

Algoritmul urmator se bazeaza pe ideea construirii unor cicluri cu un numir din
ce in ce mai mare de orase pana cand sunt cuprinse toate cele n orase.

Algoritmul 4.5. (Cicluri crescitoare)
1. [Initializare] Se alege o pereche oarecare de orase §i se listeaza arbitrar in vederea
generarii permutarii aciclice (i, i;) de lungime doi; se face k= 2.
2. [Terminare} Daca k = n, atunci STOP.
3. [Alegere] Se alege un orag 4 dintre cele nealese inci si, pentru j = 1, 2, .., k,
se calculeaza d; = QG y* A =G unde prin definitie iz, = i, dacd j = k.
4. [Localizare] Fie j* o valoare a lui j pentru care d. este minimul ¢ 1titatilor
calculate la pasul 3.
5. [Inserare] Se reeticheteaza i, cu i, pentruj =j*, .., k §i se eticheteaza A cu i.
6. [Ciclare] Se face k= k + | si se trece la pasul 2. B
Prin a,; am notat distanta de la orasul / la orasul j. Ordinea de alegere a oraselor

din pasul 3 poate sa influenteze calitatea solutiei finale.

G

30

Fig. 4.4.

Exemplul 4.4. Se considera graful din figura 4.4, in care turul optimal 12345
este desenat cu linii pline. Acest tur are lungimea 148. Un alt tur ider “ficat de
algoritmul 4.5. este 1 24 5 3 de lungime 152. &

4.1.6. Rectificarea turului

Fie S multimea tuturor muchiilor (legaturilor), in numar de n (n - 1) / 2, dintre
cele n localitati, 7 o submultime de n muchii ce formeaza un tur de lungime f{T) 5i T
un tur de lungime f{7") < f{T). Sa presupunem céd T si T" diferd, ca mulfimi de n
muchii, prin & muchii. in cadrul algoritmului de baza, se incearcé transformarea lui T
in T pe calea identificirii succesive, secventiale, a k perechi de muchii ce urmeaza a
fi schimbate intre 7 5i S - 7. Prin urmare, se incearca identificarea a doud mulfimi de
muchii x = {x, ..., xx} $i y= {y1, ..., yi} astfel incat, dacid muchiile din x sunt eliminate
si inlocuite cu muchiile din y, se obtine un tur de cost mai mic.
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Y2
N
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a) Tunul 7 b) Turul 77
Fig. 4.5.

Un exemplu ilustrativ este aritat pe figura 4.5. pentru £ = 3. Nurecrotéinle
muchiilor satisfac conditia cd o pereche de muchii x; i y; sau y, i x;, au un nod
comun, cu x..; = x,. in mod frecvent, numerotarea preccedentd poate fi efectuata si
drept rezultat trecerea de la T la T" se realizeaza in mod secvential. Un exemplu in

care numerotarea precedentd nu poate fi efectuata este aratat in figura 4.6.
xZ

/'—ﬂ 1

4 yz yz
y] y3

X de

Ya Ya
N W
\J b e -

Fig. 4.6.

>

Presupunand ca enumerarea muchiilor, in modul descris mai inainte, poate fi
efectuatd, succesiunea schimbarilor ciutate este x|, y; xa, ys; ... etc. Problema consta
in identificarea unei secvente care reduce pe 7 la 7” cu conditia A7) < A{T), unde f
reprezinta costul turului, urmata de iterarea procesului pentru 7° pana cand nu se mai
poate realiza o reducere.

Fie |xj si |y lungimile muchiilor x; i y; $1 g; = |xJ - [y, castigul obfinut prin
schimbarea lui x, cu y;. Chiar dacid unele valori g; sunt negative, dacd f{T") < f{T),

%: g;=AD-AT")>0. O parte din procedura propusa se bazeaza pe urmatoarea proprietate:
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Lema 4.1. Dacd o secventa de numere au o suma pozitiva, atunci existd o
permutare a acestor numere astfel incat fiecare suma partiala este pozitiva.

Demonstratie: Fie £ cel mai mare indice pentru care g, + g, + ...+ g este
minimd. Daca k < < n, atunci:

gt. . tg=@+.+g)-@+..tg.)>0
Daca 1 <j < k, atunci:
st . .tgtgt. . tgzgt. . tgtg+..+g,.>0.1

in concluzie, deoarcce se cauti secvente de valori g; ce au o suma pozitiva, este
suficient sa se considere numai secvenfe de cdgstiguri a cdror sumd partiald este
totdeauna pozitiva. Acest criteriu de castig permite reducerea esenfiald a numarului
de secvenie ce urmeazi a fi examinate.

Algoritmul euristic urmator foloseste notatiile din figura 4.7.

Fig. 4.7.

Algoritmul 4.6. (Rectificare)
. [Initializare] Se genereaza aleator un tur initial 7.
2. [Start rectificare] Fie G* = 0 (G* reprezintd cea mai bund ameliorare obfinuta
anterior). Se alege un nod ¢, si o muchie x, din T adiacenta lui ¢,. Se face i = 1.
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3.

4.

5.

[Identificare pereche] Plecand de la cealalta extremitate £, a lui x,, se identifica o

muchie y, conectatd la 1; cu g, > 0. Dacd nu existd un asemenea y,, se trece la

pasul 6a. (Aceasta este prima aplicatie a criteriului de cagtig.).

[Extindere] Se face i =i + 1. Se cauti un x; care uneste nodul ¢,,., cu nodul ¢;; §i un
y; care uneste nodul #; cu nodul ¢,,., dupa cum urmeaza:

a.

Se identificd x, astfel incat, daca 1,; este conectat la ¢,, configuratia obtinuta
este un tur. In acest fel, pentru un y, dat, x; este determinat in mod unic.

. Fie y; o legiturd accesibild la nodul final ¢,; al muchiei x; §i satisficand

conditiile c., d. §i e.. Daca nu exista un asemenea y;, se trece la pasul 5.

. Pentru a garanta cd multimile x si y sunt disjuncte, x; nu poate fi o legatura

anterior realizatd (adica y;, j < /) si, in mod similar, y; nu poate fi o legitura
anterior eliminata.

. Se calculeazd G; = fi g, > 0 (Criteriul castigului).

. In vederea asiguririi criteriului realizabilititii din a. pentru i + 1, muchia y,

aleasa trebuie sa asigure eliminarea unei muchii x;.

Inainte ca y; sa fie construit, se testeazi daca incheierea cautdni prin
conectarea lui #; 1a ¢, di un castig mai bun decdt cel mai bun vbservat
anterior (criteriul realizabilitatii a fost satisficut pentru i > 2, deci
conexiunea lui ¢; la ¢, furnizeaza un tur). Fie y; legitura intre f; §i ¢, §i

g;' = ty,‘| - |x;|. Daca G, + g; > G*, atunci se face G* = G, + g,-' sik=1.

[Reluare extindere] Se incheie construirea lui x; §i y; din pasii 2 - 4 daci nici o

muchie nu mai satisface conditiile 4.c.-4.e. sau dacd G, £ G*. Daca G* > 0, atunci
se considera turul 77 cu f{T") = AT) - G* si se repeta intregul proces incepand cu

pasul 2, folosind pe 7~ drept tur imtial.

[Intoarcere] Daci G* = 0, atunci se utilizeazi un backtracking limitat dupid cum

urmeaza:

a.

Se repetd pasii 4 $1 5 si se identifica muchii y, in ordinea crescédtoare a
lungimii cat timp este satisfacut criteriul castigului g, + g, > 0. Dacd apare
o imbunatatire, atunci se trece la pasul 2.

b. Daca toate cautidrile lui y, in pasul 4.b. nu furnizeaza un profit, tunci se

C.

reia de la pasul 4.a. 51 se incearci alta alegere pentru x;.
Dacd nu s-a obtinut o ameliorare, atunci se reia pasul 3 examinand
muchiile y, in ordinea crescatoarc a lungimilor (vezi figura 4.7.d).

d. Daca si muchiile y; au fost parcurse fira un profit, atunci se reia pasul 2

pentru alte muchii x,.
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¢. Daci nu s-a identificat o noud muchie x,, atunci se selecteaza un nou ¢, §i se
reia de la pasul 2.
7. Procedura se incheie dupa ce toate cele n valori ale lui ¢, au fost prelucrate fara a
furniza un profit. in continuare se pot considera alte tururi aleatoare in pasul 1. W

o =7 _.-l * o - l

[ ol
Fig. 4.8.

Dam in continuare citeva informatii suplimentare privind acest algoritm.
In pasul 4.a. este aplicabil criteriul realizabilitatii care garanteaza ci intotdeauna este
posibild obtinerea unui tur conectand pe 15, cu ¢, pentru orice i > 2. Alegerea lui y;, in
conformitate cu pasul 4.e. asigura cxistenta intotdeauna a unui unic astfel de x;;. Un
exemplu ilustrativ este aratat in figura 4.7.a). Evident ca pentru asigurarea unei
reduceri mari a costului, |y| din pasul 4.b. trebuie sa fie mic, aga incat, in general,
se preferd cel mai apropiat vecin. Figura 4.7.b) ilustreaza cazul / = 4, cu observatia ci
ty este unic. Un caz ilustrativ privind pasul 4.c. pentru { = 5 este aratat in figura 4.7.c),
cu mentiunea ci ambele muchii originale conectate la f5 au fost climinate. In ~asul 4.f.
G* este intotdeauna cca mai buni ameliorare a lui T construit anterior §i constituie un
standard de comparatie. El are proprietatile: G* > 0 si este monoton descrescitor.
Valoarea lui £ defineste multimile ce urticaza a i schimbate pentru a obtine G*.
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De notat ca backtracking-ul indicat in pasul 6 se efectueaza numai dacd nu s-a obfinut
un castig §i numai de la nivelele 1512 (i=1si1i=2).

Exemplul 4.3. Fie turul T din figura 4.8.a), doud noduri adiacente ¢, §i t, §i
x, muchia ce le uneste. Fie ¢; cel mai apropiat nod de #; y, este muchia (s, f;).
Deoarece multimile x §i y trebuie s fie disjuncte, y; nu poate fi o muchie conectati la ¢,.
Se calculeaza g = |x|| - |y|; dacad g nu este pozitiv, se efectueaza o reluare (pasul 4.d.)
si fie £, un alt nod vecin al lui 1. Acum i = 2 si fie ¢, vecinul lui ¢; in modul ilustrat pe
figura 4.8.b) si x; muchia (4, 14). Dacé y, estc ales pentru a conecta pe ¢, cu ¢, atunci
se obtine un tur i dacéd g, + g, > 0, atunci turul T poate fi imbunatitit schimband pe x,
§1 x; respectiv cu y §i y,. Se memoreaza In G*, imbunatafirea potentiald obtinuta.
Apoi k= 2 in pasul 4.f.. Se cautd cel mai apropiat vecin /s al lui ¢, §i fie y, muchia
(4, ts). Din nou, ¢5 nu poate fi unul dintre nodurile conectate anterior la t,.

K Dupéd cum se vede in figura 4.8.c), nu este posibila decat o singuri alegere
pentru {, si {; pentru obtinerea unui tur. Dacd x; este cealalta muchie conectati la ¢,
atunci se obtin doua tururi distincte, aratate in figura 4.8.d).

Procesul de identificare a unui tur mai bun continud pand este satisficut
criteriul de incheiere din pasul 5. W

4.2. Problema restrictiva a comisvoiajorului

Punerea problemei. Fie un graf directionat complet G = (¥, 4) cu multimea
V={vi, vs, ..., v,} de n noduri $i multimea A a arcelor (v;, v;), fiecare avand .ostul c;;.
Problema restrictivd a comisvoiajorului (PRC) constd in identificarea unui ciclu
hamiltonian, definit ca multime ordonata d: noduri

H= (v, Ve ViV E V0 4.1

astfel incat:
z=max{c, , |l<si<n] 4.2)

sd fie minim.

Fara a micgora generalitatea, se presupune ca n > 2, ¢;; sunt intregi pozitivi,
pentru toate arcele (v, v;,) € A, si ¢,, = +w, pentru toate nodurile v, € V. 1

Problema PRC este NP-completa. Pentru obtinerea solutiei se poate elabora
relativ usor un algoritm branch and bound cu cautare in litime.

Vom indica in continuare mai multe margini inferioare pentru PRC.

Problema asignarii restrictive. Problema asignarii restrictive (PAR) consti in
identificarca unei permutari () a intregilor 1, 2, ..., n care minim azi pe
Z*=max{c, |1 <i<n} Dacd(a,) cste un ciclu hamiltonian, atunci = = z“ Daci (a;)

ia,
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o

defineste m subturuni (m > 1) pe G, atunci z° este o margine inferioard pentru z.
Solutia PAR necesiti O(n’) operatii [LAW76].
Drumuri restrictive. Fiind dat G = (V,4), un drum restrictiv (DR) de la nodul v;

la nodul distinct v; este un drum P;; = (v;=v, v, ..v, =v;) astfel incit este

minimizatd expresia zf/- = max{cpk_pm | 1 € k<t- 1}. Fie toate DR dintre toate

perechile ordonate ale nodurilor din V. Atunci:
= max;_, {zfjl (4.3)

J=lenj#i
este margine inferioara pentru z. Intr-adevir, din (4.1) si (4.2) rezulti i ciclul
hamiltonian care rezolvd PRC contine un drum de la orice nod v; la un alt nuu v; astfel
incat costul maxim al arcelor sale nu depaseste pe z. Rezulta ca zfi < z, pentru tofi i, j.

Un mod eficient pentru calculul lui z” este dat de urmitoarea teorem.
Teorema 4.1. Pentru orice nod v, € V, valoarea lui:

i _P _P
z=max; | /;er{‘r./- Zj,r} (4.4)

coincide cu valoarea lui 2.

Demonstratie. Din (4.3) si (4.4) rezultd ca z* > 7. Urmeazi s se arate ci
£ < 7. Pentru fiecare pereche de noduri distincte v, v, € V,
a) dacis=rsaut=r,atuncidin (4.4)rezulticaz, <z
b) dacad s # r i = r, atunci un drum de la v la v, poate fi obtinut unind un DR de la
Ply<z.m

3

vy la v, cuun DR de la v, la v, Din (4.4) rezulta ca zf, <max{z

Daca pentru fiecare nod v; € V se definesc
P

N

=max{zfi |1 <j<n =i},

P
i

[N}

= max{zz |1 <j<n,j=1i},
atunci, din teorema 4.1, rezulta ci z” poate fi obtinuta daca pentru orice nod v, € ¥ se

s P P 2P
calculeazi z” = max{z. .2’ }.

.
Se poate arati ca = poate fi calculat astfel in O(n*) operatii.
Inkintuirea nodurilor. Fie nodul oarecare v; si valorile ci=min{c;|1 <j < n},
c,; =min{c;, | | £j <n}. Deoarece in orice circuit hamiltonian un arc trebuie s iasa
din v; si un altul trebuie si intre in v, rezulta cd b; = max{c;, c.;} este evident o
margine inferioara pentru z. Mai mult, daca v, = v,, caz fals in circuit hamiltonian, se
poate imbunatati marginea inferioard calculand pe ¢;,-= min{c;; |1 <j<nygij#t} si
pe c,;, = min{c;; |l <j<nsij=u}. O margine mai buné este data de:
b, daca v, = v,

i "
’

b. = . -
] —_—
max{b,., mm{cm,, c“,_,.]} dacav, =v,.
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Deoarece acest rezultat are loc pentru orice v, € V, rezulla cd &' = max EV{b}} este o
v,

margine inferioara pentru z. Calculul lui b; nccesita cvident O(n) operatii, asa incit z”
poate fi calculat in O(n?) operatii.

inlﬁnguirea subtururilor. Daci problema PAR a fost rezolvatd, atunci o
margine inferioard poate fi calculatd intr-un mod analog cu cel descris anterior.
Fie S = {5/, 3, ..., S,} partitia multimii V' definitda de m subtururi obtinute drept
rezultat al rezolvarii PAR, cu m > 1, si fie subturul ce corespunde lui S;. Deoarece
in orice circuit hamiltonian mdicar un arc trebuie sa iasid din S; si macar unul
trebuie sa intre in S;, o margine inferioard pentru z este dy = max{c;,, c.4}, unde
¢, = min{c;; |v,€Sy, v,eV-5,} si c,, =min{c;; | vi € Sk, v; € V - §}. in acest caz se
impune de asemenea ca v, # v, i v, # v,, adicd se cautd o pereche de arce, :-nul care
intrd §i altul care iese, fard o extremitate comuna. O margine mai buni este data de:

d,= min{max:c_\,,.,,,c”,_‘/”v(/,v_‘_, ESp VBV ViV €V =S #v,0.
Valoarea lui d; se poate calcula pentru toate subtururile din S, asa cd marginea

inferioara pentru z este datd de:
28 = max{d, || <k<mj}.
Se poate construi o proceduri care calculeazi pe z°(S) in O(n” log n) operatii.

\ N e I //
~ - 2 . \\.» ~ . Z, . 4 : I‘
TN | : ~.
. ' '
. '
N, N |
/" 5= ) 3 - ---\ y )
' 277, \\ Gy ' ,

T e - -~ A
\\\ y F _ 3 — /:
Fig. 4.9. Fig. 4.10.

O margine mai buna poate fi obtinuta daca numarul de subtururi furnizat de PAR
este redus in mod euristic pe calea conectarii perechilor de subtururi prin arce a céror
cost nu-i mai mare decat orice margine inferioara. In cazul grafului din figura 4.9., in
care liniile punctate notcaza solutia PAR, marginile inferioare sunt -“=2, 2'=3, Z'=4,
Pentru cele patru subtururi furnizate de PAR, procedura descrisa furnizeaza marginea
7'=3. Daca insa S este modificata pe calea conectarii celor doua subtururi din stinga §i
din dreapta, pe calea inlocuirii arcelor de cost I cu arce de cost 3, rezultd z'=5.

Trebuie mentionat ca nici una dintre marginile prezentate nu le domina pe
celelalte. In graful din figura 4.9., z* < 2 < 2 < 2%(S) in timp ce in graful din
figura4.10,z°=6>z =5>=4> 75 =3.
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Algoritmul propus pentru PRC foloseste o schema de ramificare prezentatd in
[CARS80]. La fiecare nod al arborelui de decizie, algontmul parcurge procedura de
marginire prezentatd mai jos. Aceastd procedura se bazeazd pe marginile anterioare §i
cautarea euristica a unui circuit hamiltonian.

Fiind date graful G = (V, A) si o valoare z a marginii inferioare, se defineste

(Vi'v.i)

euristici pentru identificarea unui circuit hamiltonian in graful partial G =(V,A(E)). in

submulfimea 4: A(z)=

(v,-,v_ /‘) €A s c,-'jSZ]. In continuare, se aplici o procedura

particular, se poate folosi algoritmul enumerativ din [MAR83] care, fiind, '::rcurs pe
calea limitarii numarului de iteratii, are trei 1esiri posibile:

1) a fost gisit un circuit hamiltonian,

2) nu existd nici un circuit hamiltonian si

3) nu a fost gasit un circuit hamiltonian.

Procedura de mirginire. Fie z* valoarea curenta a unei solutii optimale.

Faza |. Fie 7 = max{z', 2, z} si se memoreaza in S solutia corespunzitoare lui
Z*. Daca Z >z sau S este un circuit hamiltonian, atunci STOP.

Faza 2. Se executd procedura euristicd pentru gasirea unui circuit hamiltonian

inG :(V,A( E)). Daca a fost gasit un asemenea circuit, atunci STOP. Daca nu exista un

circuit hamiltonian, atunci se pune Z=min oy (v,-.v/-)eA—A(E)} si daca z>z', atunci

STOP. Se modifica S in vederea reducerii numarului de subtururi. Dacd S este un
circuit hamiltonian, atunci STOP. Se pune E=max{f,zS(S)}. Daca z>z'. atunci

STOP. Daca executia fazei 2 a imbunatatit marginea inferioard z, «wnci se
itereaza faza 2, altfel STOP.

Dacid z>z" la incheierea proceduri; de mirginire, atunci algoritmul trece in
backtracking. Altfel, daca S este un circuit hamiltonian, atunci solufia optimala este
reactualizata si se trece in backtracking. Dacd S nu cste un circuit hamiltonian, atunci
se trece la subtururile Jui S. W

4.3. Problema comisvoiajorului cu k persoane

Fie un graf complet G = (V, E) continand n noduri v,, v, ..., v,. Pentru un &
intreg pozitiv, un k-tur A reprezinta o multime de & subtururi notate H,, ..., Hy, unde:
1. H; este un ciclu simplu contindnd cel putin 3 arce, pentrui=1, 2, ..., k.
2. H;continenodul |, pentrui=1,2, .. k.
3. Pentru fiecare v e V'\ {v,} existd un singur subtur H; ce trece prin v.
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Se presupune ca cei k comisvoiajori pleaca fiecare din nodul | §i viziteazi
mulfimea de noduri, care cuprinde toate nodurile din ¥ \ {v,}. Functia distan{d
d: E — R satisface condifia:

d(u, v) + d(v, w) 2 d(u, w), pentru tofi u, v, w € V.

Un k-tur H are lungimea d(H)= ﬁ‘id(H ,-), unde pentru orice SCE, d(S)= st(e).
= e€

Problema de rezolvat consta in identificarea unui k-tur de lungime minima.
Euristica propusa reprezinta o generalizare naturald a euristicii Christofides si
are aproape aceeasi performanta.

Algoritmul 4.7. (k-tururi)

1. [Arbore partial] Se identificd un arbore maximal 7 al lui G de lungime minimi
printre arborii ce au 2k arce incidente cu nodul v,. (In lucrarea [GLO7. - se arata
ci aceastd problema poate fi rezolvata intr-un timp O(|V))).

2. [Imperechere] Se determini multimea de noduri X,c T de grad impar. Se realizeazi
o imperechere M|, perfectd de lungime minima in subgraful G indus de Xj (}X] este
mereu par si problema imperecherii este rezolvati in timp de O(JX]) [LAW76])).

3. [Ciclu eulerian] Graful G, = (V, T, w M,) este conex si fiecare nod al sdu are grad
par. Se construieste un ciclu eulerian £C, al lui G, adicd un ciclu ce confine o
singura dati fiecare arc al lui G,,.. (EC, poate fi construit in timp liniar).

4. [Reducere] Ciclul EC, este in continuare redus la un A-tur H,. Fie U mulfimea
nodurilor adiacente la v, in T;. Presupunem ca EC, cuprinde secventa de noduri
Vi = wy, wy, ..., w, = v,. Parcurgand aceasta secventa, un nod w; se elimina daci:

a. w; # v; §i w; a mai aparut anterior,
b.w,e Usiv, ¢ {w., wi}. 1

La incheierea pasului 4, secventa de noduri obtinutd defineste un A-tur H.
Eliminirile din a. asigura vizitarea o singura data a unui nod v # v, §i elim irile din
b. asigurd prezenta in once subtur a macar doua noduri diferite de v|.

Exemplul 4.5. in figura 4.11.a) este reprezentat subgraful unui graf complet G,
arcele subgrafului aviand lungimea 1 si arcele nefigurate (v, w) o lungime d(v, w)
egala cu cea mai scurta distanta dc la v la w in subgraf. Astfel, distanta intre nodurile
x §i y este egala cu 7. Arborele T, al gratului G este ardtat cu linii pline in figura
4.11.b). Completand arborele 7| cu cele doud arce punctate, se obtine solufia generata
de euristica descrisd, pentru cazul £ = 2. Tindnd seama ca lungimile celor doud arce
punctate sunt egale cu 10, rezultid cd suma lungimilor celor doua subtururi este egald
cu 2-(10 + 2:9) = 56. Solutia optimald H" este aritati pe figura 4.11.c), suma
lungimilor celor doua subturun fiind in acest caz egala cu 2-(2.9 + 4) = 44, unde 4
reprezinta lungimile arcelor (1, 2) respectiv {3, 4). &
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-—— -

x - 7 S"‘
\}(\/
N ”L%
a) b
Fig. 4.11.
Se poate demonstra ca:
d(Hy) <312 d(H),

considerdnd o generalizare a exemplului descris mai inainte. In exen: iul 4.4,
d(Hy) = 56 < 3/2-44 = 66 = 3/2 d(H ).

4.4. Localizarea statiei de deservire in problema
comisvoiajorului

Punerea problemei. Se¢ considera o rctea G(.V, L) unde N este o mulfime de n
noduri §i L multimea legaturilor (drumurilor). O singurd unitate de deservire este
localizata intr-un centru X al retelci. In fiecare zi se inregistreaza pani la un termen f,
mulfimea cererilor ce urmeaza sa fie satisfacute. Se presupune céd din fiecare nod i
poate apare zilnic cel mult o cerere, cu probabilitatea A, Se noteazi cu k numarul de
cereri inregistrate pana la momentul . Prin /ista se infelege numirul de noduri
inregistrate, intr-un catalog, in cazul & > 0. Numarul total de liste posibile dintr-o
anumita zi este 2"-1. Se noteaza cu F multimea listelor posibile si cu R o listd dati din E.

Fie T(RUX) turul optimal, adica turul ce! mai scurt in problema comisv  ajorului,
ce incepe din centrul de deservire si trece prin fiecare nod din R macar o data si se
incheie in centrul de deservire.

TRUX)=X-> ]l) > A2) > ... > a() > ... > ak) > X,
unde 7(;) este al j-lea nod din T(R « X). Fie apoi L(R v X) lungimea turului T(R UX):

LR X) = d(X, (1)) + "_il'dmm, A+ 1) + d(atk), X),

unde d(z, y) este cea mai mica distanta (cel mai scurt drum) intre nodurile z, y e G. 8
Fie Py probabilitatea ca unitatea de deservire sd receptioneze lista R pentru
un k£ > () dat si
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Py=1-TI1 - k)
ieN

probabilitatea ca lista sa nu fie vida. Rezulta ca:
Pa=(1/ PO T A ITIO - h)) =K TL R, /(1 - ),
JjerR 7 jeR jeR -

unde:
K=(1/Py) .I_IN(’I - hy).
j€

Problema de rezolvat consta in identificarea unei locatii X' din G(N, L) care si
minimizeze lungimea g(X) a turului de deservire:
X =arg rr/l\J,ng(X) = arg min REEPR L(RU X),
unde cu arg n}\,in s-a notat argumentul X ce minimizeaza si:
g = T PLRUX),
ReE
L(R U X) fiind lungimea turului optimal.

Aproximarea lungimii turului optimal. Deoarece timpul necesar calculului
turului optimal are O(2 % I) este de dorit folosirea unet aproximdri a acestui .»'. Pentrv
aceasta se propune urmatoarea euristica:

1. Se identificd un tur optimal pentru submultimea K de noduri de unde au fost
efectuate cereri.
2. Se calculeaza [,l’élllel d(X, j) = d(X, Fp(X)) care este cea mai mica distan}a dintre X si

cel mai apropiat nod de X din R, notat cu Fp(X). Se conecteazi turul obtinut la
pasul 1 cu nodul X prin intermediul a doud arce de lungime d(X, Fg(X)).
Lungimea turului aproximativ este:

ARV X) = L(R) + 2 d(X, Fy(X)). (4.5)

Ideea principala a euristicii consta in identificarea in locul lui X* a unui virf X

care satisface conditia:
X =arg min fiX)=arg min REEPRA(R U X),
unde f{X) = RZE PR AR U X).
€
Utilizand (4.5), f{.X) se poate scrie sub forma:
fX)= 2 PRRARUX)=2 2 Pod(X, Fi(X)) + X PRL(R). (4.6)
ReE ReE ReE
Deoarece ultimul termen din (4.6) ecste o constanta independenta de X, rezulta ca:
X = arg min 2 Ppd(X, Fi(X)).
XeN ReE
fn continuare se aratd ca pentru un X dat, RZI_PR d(X, Fx(X)) se poate calcula
€nr

intr-un mod eficient. Pentru fiecare X € N nodurile j, s, ..., j, din N se renumeroteaza
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astfel incat d(X, ji) < d(X, ji), pentru | > k (unde nodul X = j,). Se defineste Ey , ,
k# 1, prin expresia:
Ey,; ={R€Ejijs . ji1 € R, jx € R}.
Din definitiile lui d(X, F(X)) si E(X, ji) rezulta ca:
d(X, Fr(X)) = d(X, ji) daca si numai daca R € EX._/". .

Deoarece atunci cind X = Fp(X), Prd(X, Fr(X)) = 0, rezulta:
Y Pod(X. FuX) = $d(X.j) T P
ReE k=2 R

GEX.“

In lema ce urmeazi este indicat modul in care se poate calcula X FPq.
eEXJ‘_

Lemad2. ¥ Py=h, /P01~ 5, ), pentruk>2.

REEx,,k n=1
Demonstratie. Fie R o lista aleasa la intamplare; atunct:

Y Py =Prob{R € E,; |k>0} =Prob{ji, s, ....js1 € R,js & R | k>0} =
REE)(.M. ok

=1/Py(l- hh)(l - }1,/2) - (- hik—l) hjk'.
Rezulta ca:

Ze P dX F0) = 1/ P E40CG) By [T - ) @7

m=}

Analiza celui mai defavorabil caz. In curistica ce urmeazi se calculeazd X in
loc de X’ astfel: pentru fiecare nod Xe N se evalueaza expresia (4.7) si se selecteaza X
ca fiind nodul pentru care se realizeaza cea mai mica valoare.

Algoritmul 4.8. (Aproximare lungime tur)

[Drumuri minime] Se calculeazi matricea D a celor mai scurte distante.
[Initializare] Se face m = .
[Ciclare noduri] Pentru orice nod X € N se executa pasii 4 - 7, apoi STOP.

ol e

[Renumerotare] Se renumerotcazd nodurile din N, j,, j;, .., j. astfel incat
d(X, ji) € d(X, ji), pentru toti [ > &k (nodul X' =)).

i k_
5. [Calcul ponderi] Puntru k= 2, 3, ..., n se calculeaza U; = ]']l(l - Izj ).

m=1

6. [Ponderea totald] Se calculeaza V' = kifl'(X,jk) U hy, -

7. [Rectificare] Dacad V' < m, atunci se face m =V si X=Xn

Pasul 1 are complexitatea O(1") ([Fi.062]). Pasi 4, 5, 6 si 7 sunt parcursi de n
ori; fiecare executie a pasului 4 arc complexitatea O(n log,n) si pasii 5 §i 6 au
complexitatea O(n). Complexitatea totala este de O(1’). Daca matricea D este dati,
atunci complexitatea este O(n” log.n).
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Se poate demonstra proprietatea urmatoare:
Lema 4.3. A(R U X) <3/2 L(R U X), pentru orice R.
Se poate vedea ca marginea din lemai poate fi atinsé ca in exemplul urmitor.

Exemplul 4.6. Se considera exemplul unei retele cu nodurile {1, 2, 3} si arcele
(1,2), (2.3) si (3,1) de lungimi 1, 2, respectivl (vezi figura 4.12.). Fie R —~ {2,3} si
X=1.1Intr-adevar, LRUX)=1+2+1=45iARUX)=1+2+2+1=6.1

2 2 3 2 2 3
N A N
1=x 1=x
Fig. 4.12.

Lema 4.4. (g(X) - g(X))/ g(X')<0.5.

Demonstratie. Din definitiile lui fX) si g(X) rezultd cd g( (X) <j(X) Din
definifia lui X rezulta A.X) < AX). In virtutea lemei 4.3, AX) < 3/2 g(X"). Din
inegalitifile precedente se deduce:

gX)SAX)<fIX) <32 g(X),
de unde:
@(X)-g(X))/gX)<(32g(X)-gX))/ gX)=05.m

1 ™,

0% o .
/\ ) - R Eroare relativd
0.64 4 ]

PORE: ]

d 04

% 10;
) ]

= o

g?\
5
g
$u
/-
{
(3N

{3) D::4...:>
1 o 123 45 he

Fig. 4.15. Fig. 4.14.

Exemplul 4.7. Fie graful din figura 4.13. in care &y = h; = hy= hy = 0.5 $i hs
variazd intre 0 §i 1. S-au facut experimentdri pentru determinarea. erori: relative
maxime prin aplicarea euristicii. Eroarea relativd maxima determinata a fost egald cu
aproximativ 11.6% si a fost obtinuta in urma testdrii euristicii pentru o valoare a lui As
egald aproximativ cu 0.34. Pentru valori mai mici ale lui /s eroarea creste liniar.
Pentru valori mai mari ale lui A5 eroarea relativa este nuld (vezi figura 4.14).
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4.5. Margini pentru problema transportului cu
vehicule de capacitate limitata

Punerea problemei. Fie X = {x), x,, ..., x,} multimea clientilor, puncte in plan
euclidian, unde clientul x; este la distanta r; de originea O, depozitul. Distan{a maxima

max,{r;} este notatd r,,, distanfa totald ir,- cu 2r si distanta medie (‘g,r;\}n cur.
i=l =1

Fiecare client urmeaza sd fie vizitat de un vehicul. Al j-lea vehicul pleacd de la
depozit si se intoarce dupd ce a vizitat submulfimea X; C X; mulfimea de puncte
vizitate de acest vehicul este notatd cu X (,-’ = X; U {0}. Capacitatea fiecarui vehicul
este g §i nici un vehicul nu viziteaza mai mult decit g clienfi (|X]| < ¢).

Problema consta in identificarea unei multimi de drumuri astfel incat lungimea
lor totald sa fie cat mai micd; aceasta solutie optimala se noteazd cu R*(X). Un rol

esenfial in cele ce urmeaza il are cel mai scurt drum al comisvoiajorului ce viziteaza
fiecare consumator o singura dati $1 a cirei lungime este notata cu 7*(X). R

4.5.1. Margini inferioare §i superioare

Teorema 4.2. max{2'—(;F_ T'(X)} < R(X) < 2|r ﬂﬂ(l-%) T'(X).

Demonstratia rezulta din urmétoarele doud leme. B

Lema 4.5. R'(X) > max{2(n/ g) 7, T'(X)}.

Demonstratie. Fic X; multimea clienfilor vizitafi de vehiculul j in solufia
optimala. Evident ca:

2
T'(X(/)\) > 2 max|r} > 28 S 2 .,
' VEA XI’ qA,E\,
de unde:
* _ * 0 ; * n-

Inegalitatea R'(X) > T7(X) este o consecinti imediati a inegalitatii triunghiului. B

Lema 4.6. R°(X) < 2[n/ gl7+(1=[n/ql/n) ().

Demonstratie. Demonstrafia este constructivd, in sensul cd se foloseste o
euristica pentru construirea unei solutii a problemei transportului a cérei valoare este
cel mult egald cu marginea superioara.

Fiind dat un cel mai scurt tur al comisvoiajorului, acest tur se imparte in
1=[n/ q-l segmente disjunctc astfel incét fiecare segment nu contine mai mult decét g
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clienti dupa care capetele segmentelor se conecteaza la depozit. in cadrul acestei
constructii sunt eliminate / arce din turul comisvoiajorului. Acecastd euristica este
notatd PTO (partitionarea turului optimal). Solutia obtinutd poate fi imbunatatitd pe
calea alegerii unei orientan arbitrare a turului comisvoiajorului, urmata de repetarea
constructiei de mai sus prin deplasarea capetelor celor / drumuri 1, 2, ... cu pana la
n - 1 pozitii in directia orientérii turului. Urmeaza alegerea celei mai bune dintre
solutiile obtinute.

Pentru analiza acestei euristici, notatd /PTO (iterarea partifionarii turului
optimal), se observa ci lungimea totala a n solutii este egala cu:
20 Zri+(n=-1) T(X). (4.8)

Primul termen reflectd faptul ca fiecare client este vizitat pentru prima dati si
ultima data de fiecare din cele / vehicule. Al doilea termen reflecta faptul ca fiecare

arc al turului este exclus de / on §i prin urmare este prezent de n - / oni.

. - )
Evident ca valoarea R

(X) a solutiet optimale este mai micd decit media
expresiei (4.8), deci:

R(X) < RTX) < 20F+ (=17 T (X) = An. glr+(1-[n/gl/n)T°(X). m

4.5.2. Margini superioare pentru problema comisvoiajorului

Prima margine pentru 7°(.X) este exprimata in termeni de aria 4 si perimetrul
p al regiunii ce contine pe X.

Teorema 4.3. Daca X este continutd intr-o regiune plana conexi de arie A4 si
perimetru (finit) p, atunci:

T'(X) < 2nd+3/2p.m

Inainte dc a demonstra teorema 4.3, se deduce un rezultat mai simplu pentru
cazul cand regiunca ce contine pe X este dreptunghiulara.

Lema 4.7. Daca X cste continuta intr-un dreptunghi cu laturile a si b, atunci:

T(X) < J2n=-Dab +2(a+b).

Demonstratie. Dreptunghiul se imparte in /1 benzi paralcle cu latura a,
presupusa orizontald (vezi figura 4.15.). Folosind marginile orizontale ale benzilor si
laturile verticale ale dreptunghiului, se construiesc doua drumuri alternative prin
dreptunghi. Fiecare dintre aceste drumuri este extins la un drum hamiltonian prin X,
adiugind o legaturd verticala dubla intre fiecare punct x; si punctul de pe cel mai

apropiat drum hamiltonian. Suma lungimilor acestor doud drumuri hamiltoniene este:

b
h

(/7+l)a+(2b—2%)+2n
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+ a +
[—
i Bxe_ .

Fig. 4.15.

Pentru a extinde fiecare dintre cele doud drumun hamiltoniene, in vederea
obtinerii a doud tururi ale comisvoiajorului, trebuie adaugata o lungime de cel mult
2b - 2b/ h in direcfie verticala i una de cel mult 2a in directie orizontald. Rezulta ci
suma lungimilor celor doua tururi este egala cu cel mult:

da+d4b+ah+(2n-4)b/h
§i, prin urmare:
T'(X) <3/2a+2b+1/2ah+(n-2)b/h. (4.9)

Partea din dreapta a conditiei (4.9) este minima pentru i = \2(n—2)b/a. M

Demonstrarea teoremei 4.3. Primul pas consti in interconectarea regiunii cu
un sistem de linii orizontale paralele la distanta / intre ele. Lungimea totala a acestei
corzi nu depageste valoarea 4 / /i. Pentru a demonstra aceastd afirmatie, fie o
translatare a sistemului initial cu o lungime uniform distribuita intre O §i A. Lungimea
totald medie a corzilor astfel generate este A / & si, prin urmare, aceastd valoare
trebuie sa fie realizatd pentru o anumita pozitie a sistemului.

Fig. 4.16.

Presupunand liniile orientate ascendent, multimea lor se partifioneaza in linii
numerotate impar §i par. Adaugand frontierele regiunn la cele doud mulfimi, rezulta
doui grafuri conexe (vezi figura 4.16.). Se poate arata c¢a ambele grafuri pot fi facute
euleriene, adaugand arce de lungime totald egald cu ccl mult p / 2. Pentru aceasta se
observa ca, in fiecare graf, frontiera regiunii este constituita dintr-un numdir finit de
cicluri. Ignordnd tangenta, rezultd ca o linie intersecteaza un ciclu de un numair par de
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ori astfel incat fiecare ciclu contine un numar par de puncte terminale ale corzilor §i,
prin urmare, un numdr par de arce. Graful este transformat intr-unul eulerian pe calea
dupliciérii oricdrui alt arc al ciclului. Pentru fiecare ciclu se poate alege una din cele
doud multimi de arce ce urmeazi a fi duplicate. Alegdind multimea cea mai favorabila,
lungimea totald adaugata nu depaseste p / 2.

In pasul urmitor, fiecare punct din X este conectat la ambele grafuri prin cate
doud arce, lungimea totala a celor patru arce fiind egald cu 2/i. Ambele grafuri riman
euleriene, lungimea arcelor lor nedepasind valoarea:

A/h+3p+2nh.
Rezulta cd existd un drum eulerian si, prin urmare, un tur de lungime ce nu depageste
A/2h+3p/2+nh. Pentru h=+ A/ 2n se obtine marginea mentionati in enunt. W

—-————

- -~

* —_ T w
Teorema 4.4. T(X) < 2 Jxnr, F+(2+7)r,,,, unde r.,, repreziti raza
unui cerc in care este continut JX.

Demonstratie. Primul pas constd in impirtirea cercului de razd r,,, in 4h
sectoare egale. Ca si in cazul lemei 4.7. 1 a teoremei 4.3., frontierele sectoarelor si
circumferinta ciclului se folosesc doud drumuri inchise de forma unor flor, ce
traverseaza cercul (vezi figura 4.17., in care 1 = 4). Fiecare drum este transformat
intr-un tur al comisvoiajorului printr-o conexiune dubld de lungime minima la
fiecare punct x;; suma lungimilor acestor conexiuni duble esltec mai mica decat
227/ 4h) ri= rr,/ h. Rezulta ca suma tururilor este mai mica decit:

| )
an¥Fyprdhr . 210
h

si in concluzie: ,
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T'(X) S 7 nF 2+ 2Mrigy + 7 Py (4.10)

max
Alegand pentru A valoarea pentru care este minimizata expresia din dreapta in
(4.10) si rotunjind-o superior, adica ludnd h = L/ﬂ' nr/ 4rmax-| se obfine rezultatul
din enunful teoremei. B

Exemplul 4.8. Un exemplu ilustrativ pentru euristica /PTO, in care n = 5,
1 =2 51 g = 3 este prezentat in figurile 4.18.a) - €). Se vede usor ci fiecare arc este
prezentde n- /=15 -2 =3 ori si fiecare arc r, este prezent de cate 2/ =4 ori. ®

OO,

€

Fig. 4.18.

Observatie. Expresia rotunjita a lui # are valoarea ,/7[ n¥/ 4r.,. +¢&, unde

0<e&<1. Introducand aceasta expresie in partea din dreapta din (4.10) rezulta expresia:
Tar
+2r ,/ﬂnF/4r W tE T,
\[72' nr/ 4 rmax +c max( max ) max

care are o valoarc mai mica decat:

Tnr — =
+2rm,dx(,/7r nr/ar.. +¢}+7rrmax =2 nFr, +(2+7)r,,.

Jfr nr/4r.,,. +&

4.6. Problema orientarii

Punerea problemei. Fiind date n puncte intr-un spatiu euclidian pl. , fiecare
avand scorul s(i) 2 0, cu observatia ca s(1) = s(n) = 0, se cere identificarea unui drum
de scor maxim ce incepe in punctul 1 §i se incheie in punctul n, durata parcurgerii
drumului fiind cel mult TMAX. Problema enuntata este considerati ca reprezentind o
generalizare a problemei comisvoiajorului si este rezolvata in contextul concursurilor
de orientare turistica. l

Euristica propusi. Ideea de baza a curisticii propuse constd in deplasarea
succesiva dintr-un centru de greutate intr-un alt centru de greutate. Fiecare centru de
greutate are o multime de noduri (puncte) asociate si un drum corespunzitor.
Progresarea continud pand cand este satisfacula o reguld de incheiere. Euristica este
constituitd din urmdtorii trei pasi: 1. Construire drum, 2. Tmbunétﬁtire drum,
3. Calcul centru de greutate.
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Pasul 1. Obiectivul acestui pas constd in generarea unui drum inifial ce incepe
in nodul 1 si se incheie in nodul n §i are un scor relativ mare, durata parcurgerii
nedepdsind TMAX. Procedura utilizatd se bazeaza pe un criteriu de gradare ponderata
(weighted ranking). Mai precis, insertiile se efectueazid pe o combinatie liniard de trei
gradari. Aceste trei gradari sunt: scorul SR(/), distanta la centrul de greutate CR(J) si
suma distantelor la douad focare ale unei elipse ER(/). Pentru un nod nesituat pe
drumul ce trebuie generat, gradul ponderat este definit de:

WR(I) = a SR(I) + B CR()) + y ER(]),

unde a + B + y = 1. Nodului cu cel mai mare scor i se atribuie rangul 1 §i ranguri
crescitoare pentru cazul cand scorurile descresc. In cazul a doui scoruri egale se
atribuie ranguri egale. In cazul rangului ER(/), drept focare ale elipsei se considerd
nodul inifial §i cel final. Nodului cu suma minimala a distantelor la cele doud focare i
se asigneazd rangul 1. Nodurilor cu valori crescitoare ale sumei distante!. - la cele
doud focare li se atribuie rangurt mai mari. Initial, CR(/) se calculeazd pentru
mulfimea tuturor nodurilor din retea. Nodului cel mai apropiat de CR(J) i se atribuie
rangul 1 si ranguri crescatoare pe masura ce distanjele cresc. Dupi fiecare inserie a
unui nod, centrul de greutate se recalculeaza pentru nodurile curente de pe drumul
generat. La fiecare pas se identifica nodul cu WR(/) minim, drept nod ce urmeazi a fi
inserat in drum. In continuare se aplici succesiv procedura de inserfie de cost
minimal, cit timp nu e depasit 7TMAX.

Pasul 2. Drumul precedent este modificat pe calea schimbarii intre ele a cite
doua noduri (algoritmul 2-OPT), in vederea obtinerii unui drum mai scurt pe mulfime
de noduri respectivd. Urmeaza inserarca unui numar cdt mai mare de noduri astfel
incdt TMAX sd nu fie depdsit. Fie L drumul obtinut.

Pasul 3. Sc calculeazi centrul de greutate al drumului L, g = (X, y ), unde:
x =2}/ Xsli), v = T} 7 X s(d).
iel iel iel iel.

Fie a(i)=1(i.g) pentru i=1,...,n, unde ((i,g) cste timpul necesar pentru a parcurge
drumul de la 7 la ¢. In continuare se identifici drumul de la 1 la n, dupi cum urmeazi:
a. Se calculeaza raportul s(i) / a(i) pentru toti /.

b. Se adauga noduri in ordinea descrescatoare a s(i) / a(i), folosind insertii de cost
minimal, pani cand nu mai poate fi adaugat nici un nod fard a depdsi TMAX.
c. Se foloseste pasul 2. pentru a ajusta drumul obtinut. B

Fie L} drumul rezultat. Pasul 3. se reia succesiv pana cand in sirul Lj,L;,... al

drumurilor obfinute apare un ciclu, adica drumurile L, si L sunt identice pentru g>p.

In incheiere, se alege drumul de scor maxim din mulfimea {L,[j,..,L,}. Reluarea
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pasului 3. este limitata de conditia ¢<10. In experimentirile efectuate, valcarea lui ¢
nu a depasit 5.

Observatii. 1. In lucrarea [WRE72] se utilizeaza euristica impartirii regiunii
geografice in sectoare definite de cercun concentrice. .

2. In lucrarea [TSI84] se utilizeazi o euristicd bazata pe tehnica Monte Carlo.

4.7. O aplicatie a problemei comisvoiajorului

Punerea problemei. Fiind date paletele unei turbine de forma unei coroane
circulare, se cere identificarea succesiunii plasarit lor astfel incat ariile dintre doua
palete succesive sd fie distribuite cat mai uniform. Daca se noteaza cu c; aria dintre
paletele i si j, atunci aria totala T are expresia:

T= ZZC‘-/- X, 4.11)
i

unde:

| dacd paleta j este plasaté in sens orar fata de paleta i
i {0 altfel. m

Problema este dificila datorita faptului ca nu existd o metoda eficienta pentru
identificarea tuturor valorilor ¢;. O metoda care necesitd numai n masuritolr .onsta ip
identificarea pentru fiecare paletd a doua valori 4, §i B, astfel incat:

¢, = A;+ B, pentru toti  §1.

O proprietate importanta, care faciliteazd formularea §i rezolvarea problemei
studiate, consta in faptul ca aria totala 7, definitd prin (4.11), nu depinde de ordinea
plasarii paletelor si are valoarea:

7= 34 +B).

i=1
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Folosind valoarea medie:

3=l/nZ(A1.+B,.),

rezultd ci o distribuire uniforma are loc daca:
“¢;-d =0, pentrutoliisijcux,;=1.

Deoarece realizarea conditiei precedente este foarte dificili din puncte de
vedere tehnologic, o solufie aproximativd acceptabild constd in plasarea paletelor
astfel incit si se minimizeze suma pitratelor abaterilor valorilor ¢; de 4. In felul
acesta problema asezirii optime a paletelor se poate enunta sub forma urmatoarei
probleme a comisvoiajorului:

Problema P1. Sa se minimizeze valoarea expresiei:

_ 2
UX) = ZZ(d—(A,.+B ,)) x,, unde X = {x;}, 4.12)

t )

astfel incat sa fie satisfacute conditiile:

?x,/- = |, pentru toti i, 4.13)
P’.:x,-/ = 1, pentru toti J, 4.19)
x; € {0, 1}, pentru toti / $1 , 4.1
permutarea indicilor i sd nu contina nici-un subciclu. B (4.16)

O formulare cu o structura de cost mai usor tratabila se poate obtine in virtutea
urmatoarei proprietati:
Teorema 4.5. Pentru orice X = {x;} ce satisface conditiile (4.13), (4.14) si
(4.15) are loc relatia:
U =-n @’ + S(a2+BY) +2 25(4,8) x,; 4.17)
i i g
Demonstratie. Fiecare termen din (4.12) se poate retranscric astfel:
(d - (A, +B)Y x,=(d’ -2A, +B)d + 4} + B}) x,; + 2(4; B)) x;;.
Deoarece pentru ficcare 7, x, = | pentru o singura valoare j si pentru fiecare j,
x; = | pentru o singura valoare /, rezulta:
Y3(d*-2(4,+B)d + A2+ B x;= 2X(d*-2 (A4, +B)d + A} + B})
i J i
si, tinand seama de definitia lui ¢, rezulti (4.17). ®
in virtutea teoremei 4.5., problema P1 poate fi reformulati astfel:
Problema P2. Sa se¢ minimizeze:
h(X) = TX(4, B) xx, (4.18)
L)
astfel incat sa fie satisfacute conditiile (4.13), (4.14), (4.15) s1 (4.16). 1
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In continuare problema este studiati tinand seama de faptul ci c; = A; B; pot fi
interpretate ca elementele unei matrice produs.

Se presupune ca paletele sunt ordonate descrescator dupa valorile 4;, adica au
loc inegalitdfile 4, 2 4, 2 ... 2 A,. Primul pas al algoritmului propus constid in
identificarea unei solutii optimale ce satisface (4.18), (4.13), (4.14) si (4.15)_Se poate
demonstra ca o solutie optimala a problemei P2, fara conditia (4.16), se poaie obfine
considerdnd x; = | atunci cand B, este a i-a cea mai mica valoare B, in cazul a doud
valori egale alegerea este arbitrard. Astfel solutia optimala mentionata se poate obfine
ordonénd valorile B nedescrescator si atribuind vanabilelor x; valoarea 1.

Pentru descrierea in continuare a euristicii se foloseste notiunea de permutare.
Orice vector X = (x;)) ce satisface (4.13), (4.14) si (4.15) poate fi interpretat ca fiind o
permutare a intregilor 1, 2, ..., n. Fiind data o permutare @ = (1), A2), ...d(n)),
se efectueaza atribuirea @(i) = j dacéd x; = 1. Deoarece pentru fiecare i, x; = 1 pentru
un singur j rezulta ca functia @(i) = j este bine definita. Fiind dat un X ce satisface
(4.13), (4.14) 51 (4.15) i P reprczentarea ca permutare a lui X, rezulta ca:
;g(A,B,) X; = z?Ai Bayiy.

Aceastd valoare este notata in continuare cu c(®) si este interpretatd drept cost al
permutarii @.

Fie @' o permutare ce satisface conditiile (4.13), (4.14), (4.15) ,i (4.18),
obtinuti in modul descris mai inainte. Dupa cum s-a mentionat, &' este un vector al
indicilor paletelor, obtinut pe calea asocierii lor cu valorile lui B parcurse in ordine
nedescrescitoare.

Exemplul 4.9. Fie n=6 si {(4,,B)): i=1,2,...,6}={(0.9,0.4), (0.8,0.1), (0.6,0.3),
(0.5,0.9), (0.3,0.6), (0.1,0.8)}. In acest caz, @'=(2,3,1,5,6,4) deoarece B,<B;<B\<Bs<
<B¢<B,. Urmeaza identificarea faptului daca o' reprezintd un singur ciclu. Pentru
aceasta se reprezinti sub formi de tabel (vezi tabelul 4.1.) corespondenta @'(i)=j:

i 1 2 3 4 5 6
@'(i): 2 3 1 5 6 4
Tabelul 4.1.

Din examinarea tabelului 4.1. rezulti ci @ ' conline doud subcicluri §i anume
1525351545564 Incazul cind @' continc mai multe cicluri,
urmeaza conectarea lor pe calea schimbarii atribuirilor la doi indici ce fig:reazi in
cicluri distincte. Astfel, dacad indicii j §i k figureaza in cicluri distincte, aceste doud
cicluri pot fi conectate prin j si k schimband asignarea @' in @7, unde @'(i) = @),
pentru toti i % j 5i i # k, @°(j) = @' (k) si @*(k) = @'()). In exemplul considerat, daci
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se considerd j = 3 si k = 4, atunci @ 2= 2, 3, 5,1, 6, 4) si reprezintd ciclul
15253555 6—>4 — | definit de corespondenta din tabelul 4.2. &

i 1 2 | 314|516
(i) 2 3 5 1 6 | 4
Tabelul 4.2.

fn cazuri mai complexe cu k > 3 subcicluri, dupa prima operatie de conectare,
ol contine & - 1 cicluri. In continuare se identifica succesiv @2, ..., @* nnde @*
confine un singur ciclu.

Cresterea costului ¢ datoritd conectarii a doua cicluri prin j si k se calculeaza
finand seama ci la trecerca de la @' la @"" au loc relatiile @"'(i) = @'(i) pentru i = j
siizk, @"'())= @'(k)si @"'(k) = D'(j). Rezulta ca:

(@) - (@)= XA By - LA Byiyi) =

=A; Borvj) + Ax Bou) - Ai By jy - Ax Bty = (A, - A) (Boigx) - Bayyj))-
Cresterea costului definitd de (4.19) se noteaza cu 5o/ 4.

Trebuie mentionat faptul ca fiind date doua subcicluri continand p, respectiv,
¢g indici, numarul total de perechi de indici ce urmeaza a fi testate in vederea conectinii
este egal cu p ¢. In cadrul euristicii propuse se considera numai perechile j, k, unde
k=j+ 1. Astfel, in exemplul de mai sus, se efectucaza numai conectarea definita de
j =13 si k= 4. 0 asemenea conectare se numesle adiacenta. Deoarece in cadrul
euristicii se considera numai conectarile mentionate, notatia 5/, ;.| S€ poate renota
sub forma mai simpla &4/ ,. La ctapa / a algoritmului, daca @' contine doua sau mai
multe subcicluri, indicii / 1 i+1 sc¢ identifica astfel incat:

O¢/i =min{Sy ;:jsij+ 1 se afld in submultimi distincte}. (4.20)

Valoarea minima definita de (4.20) se noteaza cu &'.

Algoritmul 4.7. (UNIFLOW)

1. [Initializare] Se obtinc o asignare optimala @' si se identificd cele k subcicluri
definite de @'. Se face /= 1.

2. [Terminare] Daca / = £, atunci STOP.

3. [Reducere] Se calculeazi & si se identifica un i care satisface condifia 5o/, = 4.
Se modificda @' in @ "' punand @"'() = @i+ 1), @ i + 1) = @) si
@"\(j) = @'(j), pentru toti j # i, 5i j = i+1. Se creste [ cu 1 §i se trece la pasul 2. W

Algoritmul UNIFLOW se incheic dupa pasul | daci @' defineste un singur
subciclu, adicd un ciclu al intregilor de la 1 la n. Daca o' defineste & sub ‘cluni, se
identifica k - | conectari i k - 1 valori (&', &, ... &).
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5 PLANIFICAREA ACTIVITATILOR

In acest capitol abordim o problemi cu foarte multe aplicafii, cunoscuti in
literatura de specialitate sub mai multe denumiri, unele cu anumite particularitati,
dintre care menfionam pe cele de planificarea activitatilor, metode de ordonantare,
metoda drumului critic, programare dinamica §i altele. Complexitatea §i varietatea
acestor probleme permite folosirea unor metode exacte de rezolvare numai in cazuri
cu totul particulare. Cele mai multe solutii sunt metode eunstice. Unele din probleme
au fost abordate in paragrafele 1.1.2.3.1.5i 1.1.2.4.1.

5.1. Modelarea problemelor de planificarea

activitatilor

Punerea problemeci. Programarea activititilor este planificarea la executie a
unei multimi de activitat prin atribuirea de resurse materiale §i temporale diferitelor
activitati i fixarca momentelor la care sunt procesate toate aceste activitifi cu o
eficientd cat mai bund posibil. B

Aplicatii posibile: toate domeniile din economie, turism, transporturi, educatie,
cultura, servicii, justitie, statistica i multe altele.

Datele luate in consideratie in problemele de programarea activitdfilor privesc
activitatile, constrangerile potentiale, resursele §i funcfia obiectiv. Constrangerile
potentiale cuprind atdt constrdngeri de succesiune cat §i constrdangeri de localizare
temporala. Resursele pot sa genereze constrangeri disjunctive, cum ar fi faptul ca
doud activitafi care folosesc acelasi procesor nu se pot executa simultan, sau
constrdangeri cumulative, de exemplu, in cazul in care trei procesoare ar trebui sd
execute patru activitati, ele nu pot sa execute trei dintre cele patru activitafi n acelagi
timp fara sa fi decis anterior care este activitaiea care va fi intarziata.

Programareca activitatilor se face in asa fel incat sa fie optimizat un anumit

obiectiv care va fi, dupd caz, minimizare: duratei totale, respectarea termenelor din
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comenzi, omogenizarea numarului ce masoard mana de lucru necesard sau eventual
minimizarea unui cost. Principalele obiective sunt: utilizarea eficace a resurselor, o
intarziere a execufiei activitdfilor cdt mai mica posibil §i respectarea termenelor
prescrise pentru terminarea fiecaret activitati in parte.

Spunem ca o problema de programarea activitatilor este o problema statica sau
determinatd daca mulfimea activitifilor de executat este dati de la inceput. In caz
contrar spunem cd acestd problema este o problema dinamica sau nedeterminata sau
stohastica. In acest caz, activititile evolueaza in timp de o manieri nedeterminata.

5.1.1. Notatii utilizate

Vom nota cu 4 mulfimea activitatilor si cu n numdrul activitatilor de executat;
durata activitatii / este ¢; executia nu poate sd inceapd inainte de r; care este momentul
de disponibilitate sau de incepere cel mai devreme si trebuie si se termine inainte de d;
care este momentul cel mai tirziu sau termenul de abandon (deadline).

Vom nota cu s; momentul de Incepere a executiei activitifii i §i cu ¢; momentul
termindrii executiei. Dacd activitatea / nu este interuptibild, are loc relatia:

¢ =s;t1.
O condifie necesara pentru a se putea realiza o planificare a unor activitii este:
ri<s;<c;<d,pentruoricei=1,2, ..., n

In unele cazuri, se pot considera ponderi w, pentru activitati, acestea putand fi
de exemplu penalitati de intarzicre daca ¢, >d,. Mai gencral, se poate asocia activitafii i
o functie g(u) carc este in cele mai multc dintre cazuri crescatoare i reprezinta costul
asociat termindrii executici activitatii / la momentul u.

Doua activitati din 4 care nu sunt legate intre ele prin relafii de precedenta se
numesc activitafi independente. Constrangerile de precedentd cele mai generale intre
douad activitati i $i j, numite constrangeri potenfiale, sc pot scrie sub forma s; - s, 2 a;;.
In particular, daca a, = t, spunem ci i precede pe j. Mullimea constringerilor
potentiale sc poale reprezenta printr-un graf directionat ponderat G = (4, R), unde A4
este mulfimea activititilor si R este multimea constrangerilor potentiale din care s-au
eliminat toate arcele tranzitive ce reprezintd constrangeri redondante. Acest graf este

cunoscut sub numele de diagrama Hasse.

5.1.2. Modul de executie

Vom spune ca o aclivitate este fractionabild sau ca cste interuptibila sau cd este
preemptiva daca activitatca se poate executa pe bucati. la momente diferite §i eventual
pe procesoare diferite. Activitatea i poate fi intrerupta de o activitate j la momentul ¢
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daci i este in executie inainte de ¢ 1 foloseste o resursd alocatd lui j la momentul ¢,
aceasta producand intreruperea executiei activitatii /.

Pentru o problema repetitiva se pleacd de la o multime de activitati A4 de bazd
pentru care se definesc o0 multime de constringeri ce privesc resursele §i o mulfime de
constrangeri interne de succesiune. Fiecare activitate de bazi i did nastere la o
infinitate de activitafi derivate (i, 1), (i, 2), ..., (i, h), ... care sunt executate cu
respectarea consirdngerile interne, de tipul activitatea (i, #) precede activitatea (j, h),
si, de asemenea, o multime de constrdangeri externe definite prin triplete de forma
(,J,k),ie A, je Asike N’ care arata ca, pentru orice h, activitatea derivati (j, h+k)
se executd dupd executarea activitatii derivate (i, h). Acest tip de probleme se
intalnesc in productiile de serie din industrie.

Pentru o problema de atelier activititile, considerate ca operatii eleienteare,
sunt grupate in entitdti numite lucrari (engl. job). Un atelier confine m magini
distincte si fiecarc lucrarc este 0 multime de m operatii elementare, fiecare dintre ele
executindu-se pe cite o masina diferita de magsinile ce executa celelalte operatii ale
aceleiasi lucrari. Daca operatiile elementare sunt independente si unele dintre lucrani
nu contin toate cele m tipuri de activitati, atunci se spune ci este vorba de o problema
open-shop. Daci ccle m operalii elementare ale unei lucrdn sunt ordonate total, nu
neapirat aceeasi ordonarc pentru toale lucrarile, atunci se spune ca este vorba de o
problema job-shop. Daca operatiile elementare ale lucrarilor sunt ordonate total fiind
utilizate procesoarele in aceeasi ordine pentru toate lucrarile, atunci spunem ca este

vorba de o problema flow-shop sau prelucrare in flux.

5.1.3. Resurse

Se spune despre o resursa ca cste refolosibila daca, dupa ce a fosta' -atd la o
activitate, ea redevine disponibila la terminarea acestei activitafi pentru alte activitafi.
De exemplu. masinile, procesoarele, fisierele, personalul sunt resurse refolosibile. O
resursa cste consumabila dacd, dupd ce a fost alocatd la o activitate, nu mai este
disponibila pentru activitatile care mai sunt de cxccutat. Asa pot fi considerate drept
resursc consumabile banii, materiilc prime, hartia de scris etc. O anumitd resursi
poate sa fie disponibila numai la un anumit moment.

Masinile pot sa fie identice, activitatile respective putdndu-se efectua practic pe
oricare dintre cle fara deosebire, sau diferite. In cazul maginilor diferite se noteaza cu ¢;
timpul de executie al activitatii / pe magina j. Deosebirea intre magsini se face fie prin
viteza de lucru, masinile executand acelasi fel de operatii, fie prin tipurile de operatii
ce se pot exccuta, fic prin ambele criterii de deosebire.
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5.1.4. Functii obiectiv

Variabilele care intervin cel mai frecvent in exprimarea funciiilor ce definesc
eficacitatea unei programdri sunt: momentul ¢; al termindrii execufiei activitifii i,
intarzierea activitatii / data de 7, = max {0, ¢, - 4;} si indicatorul de intarziere notat U;
si defint prin U; = 0 dacd ¢; < d, 5i U, = 1 altfel.

Criteriile sau funcjiile obiectiv cele mai utilizate sunt urmatoarele;

1. Durata rotald, notatd C,,,, care este egald cu momentul de terminare al celei mai
intarziate activitafi; expresia corespunzatoare este: Cax = rge;x {ci}. in continuare,

dacid nu se specifica altfel, acesta este criteriul principal pentru problemele de
programarea activititilor pe care le prezentiam.
2. Respectarea termenelor. Se poate urmari minimizarea celei mai marn intarzieri

i

datd de expresia T, = max {T } sau suma intarzierilor dati de expresia 2 T; sau
i€A =y

suma ponderata a intarzierilor data de expresia 2. w,T; sau numdrul dc activitagi
ieA

intarziate dat de expresia 2 U, sau, in sfarsit, numarul ponderat al activititilor
i€A

intdrziate dat de expresia 2 wU,.
i€A
3. Minimizarea costului. De exemplu, criteriul Y. w,c, permite evaluarea stocurilor
i€A
utilizate.
4. Numadrul intreruperilor. Daca activitatea i este intrerupta de n; ori, atunci numarul
total de intreruperi dat de expresia 2. n, poate si fie considerat drept un criteriu
€A

secundar esential.

5. Criterii pentru probleme repetitive. In acest caz se poate urmiri maximizarea
frecventei de executie a unei activita}i particulare sau minimizarea unei durate
generalizate definita, pentru o solutie data, prin expresia ’5i_r’rgjsup(D,,/ n), unde D,

C e s . - 1
este momentul terminarit cclei de-a n-a subprobleme, adica D, = max {C" .
=

Se spune ca un crileriu de minimizare f{c|, ¢, ..., ¢,) este regulat daca:
(ci£d),c;<dy, ...,c,<d,) > Rey, ¢ay ..y ) <fA4, da, .., dy).
Un criteriu regulat permite de foarte multe ori punerea in evidenjd a unor
submulfimi de programadri care contin solutia optiinala, numite submulfimi dominante.
De exemplu, un caz particular in care este asiguratd existenfa unei mulfimi
dominante este specificat in teorema urmatoare:

Teorema 5.1. Pentru orice criteriu regulat corespunzitor unei probleme cu un
procesor, in cazul in care toate activitatile sunt disponibile la momentul 0, mulfimea
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programarilor pentru care masina nu este liberd atata timp cat nu au fost executate
toate lucrarile formeaza o multime dominanta. B

Spunem ca doua criterii sunt echivalente daca orice solutie optimala in raport
cu primul criteriu este solutie optimala in raport cu al doilea criteriu §i reciproc.

Exemplul 5.1. Criteriul bazat pe media momentelor de terminare, notatd cu ¢,
este echivalent cu cel bazat pe media intarzierilor algebrice, notata L, dar criteriul
bazat pe intarzierea absolutd, notatd T,,,, nu este echivalent cu criteriul bazat pe
intarzierea algebricd absoluta, notata L,,,,. Se poate demonstra ci o solufie optimala
pentru L, este solutie optimala si pentru 7, dar nu §i reciproc, dupd cum se poate
vedea pe exemple simple. B

5.1.5. Reprezentarea solutiilor

O metoda de reprezentare a unei solutii a planificarii activitdfilor este prin
intermediul diagramelor Gantt. Figurile 5.1. si 5.4. sunt exemple de diagrame Gantt.
In aceste diagrame este inclusi o axa a timpului in raport cu care sup‘ indicate
asignirile diferitelor activititi pentru fiecare dintre procesoare. In diagrame se pot
efectua reprezentari in raport cu timpul si modul de alocare a celorlate resurse
implicate Tn executarea activitatilor.

P 1 3 | [
pz & j 2 > ,’?:] 4
4] 3 6 8 10 15
20
15
14
10
8 : : : :
2 : : !
3 z e B —
0 3 0 .5 10 13 15
Fig.5.1.

Exemplul 5.2. In figura 5.1. se giszste diagrama Gantt pentru programarea a
cinct activitati 4 = {1, 2, 3,4, 5}, avand respectiv duratele t, = 6, 1, =3, 13 =4, £, = 5,
ts = 5, utilizand din resursa R1 cate 4, 1, 3, 2, 3 unitati, din resursa R2 cite 8, 7, 10,
10, 4 unitati §i incepand executia la momentele 0, 3, 6, 8, 10. Sc pot utiliza doud
procesoare Pl si P2. Graficul pentru R2 este deasupra celui pentru R1. &
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5.1.6. Modelarea problemei principale de programare

Pentru o multime 4 = {l, 2, ..., n} de activitati care respectd constrangen
temporale de tip inegalitati potentiale s, - 5; > a;, unde s,, respectiv s;, este momentul
de incepere a activitatii i, respectiv /, si a; este un numdr real dat, trebuie dc.crminata
o multime S = {s; | i € A} de momente pozitive care face minima durata totali a
programarii 1122% (s; + 1;) 51 satisface inegalitatile potentiale.

Acestei probleme i se asociazd un graf directionat ponderat G = (X, U), numit
graf de precedenta, unde X=A4 U {0, n+ 1}, cu 0 o activitate fictiva de start sin + 1
o activitate fictiva finald, ambele de timp nul §i U contine arcele (0, i), { € A, de
valoare 0, arcele (i, j) asociate constrangerilor potentiale, de valoare gy, §i arcele
(i, n+ 1), 1 € A, de valoare (.. Daca exista trei arce astfel incét a, < a; + ay, atunci
arcul (i, k) poate fi eliminat fiind redondant.

Exemplul 5.3. Fie 4 ={1,2,3,4,5}, 4, =t3=ts=1,, =3, 1, = 2 care sunt
supuse la urmatoarele constrangeri temporale:

1. Activitatea 2 incepe la momentul 3.

2. Activitatile 3 si 4 s@ se suprapuna pe cel putin o unitate de timp.

3. Activitatea 4 nu poate sd inceapa decat dupa terminarea activitatilor 1 si .
4. Activitatea 5 nu poate sa inceapa inainte de a incepe activitatea 3.

Fig. 5.2.

Prima’constrangerc se traduce prin s;-50>3 §1 5¢-5,>-3. Pentru a doua constran-
gere trebuie descris faptul c@ activitatile 3 si 4 incep inainte de terminarea celeilalte
cu cel putin o unitate de timp, adica 5:<s,+{4-1 §1 55<53+(-1. A treia constrangere se
traduce prin s4-5:20 §i s4-5,2(;. Ultima constrangere duce la ss>55. Se ob e astfel
graful de precedenta din figura 5.2. si, dupd eliminarea arcelor inutilc, se obtine graful
echivalent simplificat din figura 5.3. O solutie a problemet este {s,=0,5,=3,5:=6, 5,=6,
ss=5} si diagrama Gantt corespunzatoare ei este datd in figura 5.4. Aceastd solutie
este optimalda deoarece existenta drumului (0,2,4,6) in graf implicd 528, valoarea
gasitd fiind chiar 8. m
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Fig. 5.4.

5.1.7. Modelarea cu retele Petri

Retelele Petri sunt utilizate pentru a modela comportamentul dinamic al siste-
melor discrete. Ele permit reprezentarea pe un singur graf a evenimentelor genera-
toare de schimbare a starilor, conditiile necesare pentru a face aceste schimbiri de
stare §i regulile de calcul a unei noi star daca se produce evenimentul corespunzator.

Retelele Petri sunt alcatuite din doua tipuri de obiecte: locuri 3 :ranzifii.
Locurile sunt asociate cu variabilele de stare ale sistemelor §i tranzifiile reprezinti
evenimente susceptibile de a modifica starea sistemului. Dacd o retea Petri modeleazi
o problema de programarea activititilor, locurile vor fi asociate de cele mai multe ori
cu diferitele tipuri de resurse utilizate de activitati si constrangerilor de succesiune
intre activititi. Tranzitile sunt asociate cu activitifile. Evenimentele, realizarea
tranzifiilor, corespund executarii activitatilor. Executia unor activitati nu este posibila
decat daci ele dispun de resursele necesare §i daca activititile care le preced au fost
terminate. Aceste preconditii pentru executarea unei activitati se traduc prin existenfa
unor arce ponderate cu valori intregi care leaga unele locuri cu tranzitiile considerate.
La terminarea executiei unei activitdfi, pot si fic restituite sau pot si fie consumate
sau pot sa fie generate unele resurse. Aceste postcondifii de terminare a activitatilor se
traduc prin arce ponderate ce leaga tranzitia consideratd cu o submultime de locuri.

Exemplul 5.4. Sa consideram multimea activitdtilor A={1,2,3.4}, cu “impii de
executie t,=6, ,=7, 1y=4, 1,=5, care sunt supuse la urmatoarele constrangeri iumporale:
1. Activitatea 1 precedc activitatile 2 s1 3.

2. Activitatea 4 poate sa inceapa de indata ce s-a executat jumdtate din activitatea 3.
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In figura 5.5. este datd refeaua Petri temporizati asociatd acestei probleme.
Pe aceasti figura, cercurile sunt stéri §i dreptunghiurile sunt tranzitii. A fost introdusa
tranzifia T3, pentru a marca jumatate din executia activitatii 3, T; este tranzitia inifiald
si T este tranzitia finala a retelei Petri. B

Fig. 5.5.

Exemplul 5.5. Sa consideram multimea activitdtilor independente 4={1,2,3,4,
5,6}, cu timpii de executie £,=2, t,=7, ;=3, 1,=5, t5=8, 14=4, care sunt executate pe trei
procesoare identice. Figura 5.6. reprezintd reteaua Petri pentru modelarea acestei
probleme, pe arce fiind marcate resursele utilizate i respectiv produse de fiecare
tranzitie. Figura 5.7. prezintd diagrama Gantt pentru o solufie a problemei. Aceasta
solutie are timpul total 11 unitati, pe cand solutia optima are timpul total de 10 unitati
fiind obtinuti, de exemplu, prin executarea activitatilor 1 si 5 pe primul procesor, a
activitdtilor 2 si 3 pe al doilea procesor si a activitatilor 4 si 6 pe al treilea procesor. B

gk
.} 1 /-
; E

1
-

(5 1% [5]%
Fig. 5.6
P1 1| 4 6
Pz 2 '
P3 3 [

o 1 2 3 4 5 6 7 s 9 lo Il
Fig. 5.7,

Exemplul 5.6. Sa consideram multimea activitatilor independente 4={1,2,3,4},
cu timpii de executic (=2, 1,=6, =9, 1,=3, care sunt executate pc doua procesoare
identice. Activitatile 1 si 4 sunt interuptibile si cclclalte nu sunt interuptibile. Figura
5.8. reprezintd rcteaua Petri pentru modelarea acestei probleme si figura 5.9. prezinta
diagrama Gantt pentru o solutie a problemei. Accasti solutic este chi-~ solutia
optimala in raport cu minimizarea timpului total de lucru. B
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Fig. 5.8.
prlular[a2]as] 2
P2l 3
o 1 2 3 4 5 6 7 3
Fig. 5.9.

S.2. Metode polinomiale de rezolvare a problemei
planificarii activitatilor

In acest paragraf vom prezenta mai multe metode polinomiale de solutionare a
problemei planificarii activitatilor. Vom prezenta metode bazate pe drumul critic,
metode bazate pe circuite critice $i metode clasice de solutionare. Dintre metodele
polinomiale fac parte si metodele ce folosesc programarea liniara. Aceste metode sunt
prezentate in capitolul 6.

5.2.1. Algoritmi bazati pe metoda drumului critic

5.2.1.1. Multimi de potentiale pe un graf conjunctiv

Se numeste graf conjunctiv un graf directionat, ponderat G = (4, U) ¢ e are ur.
nod 0, numit radacing, $1 un nod n + 1, numit antiradacina, astfel incat exista un
drum de valoare pozitiva de la radacina la orice alt nod si un drum de valoare pozitiva
de la orice nod diferit de antirddacina la aceasta.

Se numeste multime de potentiale pe un graf conjunctiv G = (4, U) orice
aplicatie s definitd pc multimea 4 cu valori reale astfel incat sy = O si pentru orice arc
conjunctiv (/, ;) de valoare v, are loc relatia s, - 5, 2 v,. Multimea potentialelor se
noteaza 7, deci 7= {s,|i € A}.

Teorema 5.2. (de existentd) O conditie necesara si suficientd pentru a exista o
multime de potentiale pe un graf conjunctiv G = (4, U) este aceea de a nu exista nici
un circuit de valoare strict pozitiva. R

Corolarii: 1. Daca un graf conjunctiv este [ara circuite, atunci existi pentru el
cel putin o multime de potentialc.
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2. Daca ponderile arcelor unui graf conjunctiv nu sunt negative, atunci existad o
mul{ime de potentiale daci si numai daci toate circuitele sunt de valoare nula.

Pentru un graf conjunctiv fard circuite de valori strict pozitive, vom nota cu
I(ij) valoarea maxima a unui drum de la { la j; prin definitie /(i,/)=0 pentru orice i € 4
§i l(i)) = -o0 daca nu existda drum de la i la .

Lema 5.1. Dacid 7= {s;| i € A} este o multime de potenfiale §i / este definit ca
mai sus, atunci s, - s; 2 (i, j), pentru orice (i, j) € U. B

Demonstratia lemei rezultd usor din definitii. Cu ajutorul lemei 5.1. se poate
demonstra urmatoarea proprietate:

Teorema 5.3. Pentru orice mulfime de potentiale 7= {s;| i € A} are loc relatia
ri<s,unde r,=/(0,i). 8

Teorema 5.3. arati ca, pentru multimea de potentiale R = {r; ; i € A},
activitatile se executa cel mai devreme posibil. Se spune cé R este calata la stanga.

in metoda potentialelor, se cauti o programare a activititilor de durati totala
minimd. O astfel de programare corespunde la o multime de potentiale cu s,
minimala care cste valoarea maxima a unui drum de la 0 la n + 1. Un astfel de drum
se numeste drum critic §i valoarea optimali a lui se noteazi cu s’

Teorema 5.4. Fie F= {f, = min[/(0,n + 1) - (i, n + 1)] | i € A} o mulfime de
potentiale optimala. Daca r= {s,|{i € A} este o altd multime de potentiale optimala,
atunci s; < f;, pentruoricei € 4. &

Teorema 5.4. aratd cd F este o multime de potentiale optimald in care orice
activitate se executa cel mai tarziu posibil. Se spune ca F este calata la dreapta.

Teorema 5.5. Multimea F(6) = {f{(S) = min{-/(i, 0), f; + 8} | i € A} este 0
multime de potentiale de durata min{s’ + &, -/(n + 1, 0), f; + &}. Ea este -alati la
dreapta dintre programarile de aceeasi durata. B

~

5.2.1.2. Metoda potentiale-activitati

Pentru definirea metodei potentiale-activitati dam urmatorul exemplu.

Exemplul 5.7. Fie multimea activitatilor 4 = {1,2,3,4,5,6,7}, cu duratele ¢,=3,
=17, =4, 1,=6, 15=5, 1,=3, t;=2, cu constrangerile: 1 precede pe 3, 1 si 2 preced pe 4,
3 precede pe 5, 3 si 4 preced pe 6 §i 6 precede pe 7. Se cautd un mod de executie a
precedenta asociat acestei probleme. Au fost adaugate, pe langé arcele care decurg din
relatiile de precedenta impuse, arce de la radacina la nodurile care nu au predecesori
si arce de la nodurile care nu au succesori la antirddacina. B
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Pentru orice programare optimald 7= {s; | i € A} au loc relatiile r; < s; < f;.
Pentru un graf fara circuite se pot calcula programairile cel mai devreme R §i cel mai
tarziu F aplicand algoritmii urmatori cunoscuti sub numele de algoritmii lui Bellman.

Algoritmul 5.1. (Bellmamn)

1. [Initializare] Se face r, = 0 si se marcheaza nodul 0.
[Terminare] Daca toate nodurile au fost marcate, atunci STOP.

3. [Testare circuite] Daca nu existd noduri nemarcate pentru care toti predecesorii
sunt marcati, atunci STOP. (Graful are cel putin un circuit).
[Alegere] Se alege un nod j nemarcat, care are toti predecesorii marcati.

5. [Marcare] Se face r; = m)ax (r; + v;) 51 se marcheaza nodul ;.
ijleU

6. [Ciclare] Sc merge la pasul 2. 1
Algoritmul 5.2. (Bellman)

1. [Algoritm 5.1.] Se aplicé algoritmul 5.1. pentru determinarea valorilor ry, ..., 7.

2. [Testare circuite] Daca a fost detectat un circuit, adica algoritimul 5.1. s-a terminat
in pasul 3., atunci STOP.
3. [Initializare] Se face /.., = r,., §i se marcheaza nodul n + 1.
4. [Terminare] Daca toate nodurile au fost marcate, atunci STOP.
5. [Alegere] Se alege un nod / nemarcat, pentru care tofi succesorii au fost marcati.
6. [Marcare] Se face f; = .minU (f, - v;;) 51 se marcheaza nodul i.
i, j)e

7. [Ciclare] Se mcrge la pasul 4. &

Exemplul 5.8. Aplicand algoritmii 5.1. s1 5.2. pentru datele din exemplul 5.7.
se obtin succesiv valorile: ry=0, =0, =0, r;=3, r=7, rs=8, re=13, r=16, ry=18, apoi
So=18, f:=16, 1,=13, =13, f=7. /3=8, /=0, /=4, /=0. B

In raport cu valorile calculate aplicand algoritmii lui Bellman se pot defini
diferite cantitali care dau gradul de libertate al activitafilor. Astfel numim marje
totala M; a unei activitdti / timpul maxim de variatie a inceputului executiei acestei
activitdfi care nu influenteazd momentul de terminare a tuturor activitafilor. Aceasta
este data de formula M=f; -r..
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Prin marje libera m; a unei activita‘i i se intelege timpul maxim de variatie a
inceputului executiei acestei activitdti care nu influenteazd pentru succesorii ei
inceperea executiei cel mai devreme posibil. Aceasta este datd de formula
m= min (r-r-v;). Prin marje sigura y; a unei activitati i se infelege timpul maxim de

jeUu*(d
variatie, dacd existd, de care se dispune pentru execufia activitatii / cdnd predecesorii
ei incep executia cel mai tarziu posibil si succesoriti €i incep executia cel mai devreme
posibil. Aceasta este data de formula:

4 =max{0, min (r;-v;)- max
() jeU™(i

jeU*(i jeU )(6+Vji)}-
in formulele anterioare, U*(i) reprezinta multimea succesorilor directi ai lui i §i U(i)
reprezintd multimea predecesorilor directi ai lui .

Drumurile de valoare maximala de la 0 la n + 1 au un rol central in problemele
de programarea activititilor §i se numesc drumuri critice. Activitifile cuprinse in
aceste drumuri au marja totala zero. Se spune despre aceste activitati ca sunt activitati
critice. Intarzierea unei activitati critice cu o valoare & produce intirzierea intregii
programdri cu aceeasi valoare. La supravegherea realizérii unei planificiri, atentia

principald trebuie acordata activitatilor critice.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
M, 0 4 0 5 0 5 0 0 0
m; 0 0 0 0 0 5 0 0 -
4y - 0 0 0 0 0 0 0 -

Tabelul 5.1.

Exemplul 5.9. Pentru datele din exemplul 5.7. se obtin valori pentru marja
totala, marja libera i marja sigura date in tabelul 5.1. Exista un singur drum critic §i
anume (0, 2,4, 6,7, 8) de lungime 18. B

5.2.1.3. Metode seriale de planificare folosind drumuri critice

In metodele seriale, euristicile permit clasificarea activitatilor in raport cu
diferite relatii de ordine de prioritate. Astfel activitatile pot sa fie programate plecind
de la un moment initial O §i crescand timpul in functie de activitatile deja programate.
La momentul ¢ se alege o sarcina de cea mai mare prioritate dintre sarcinile
disponibile, adicd acelea pentru care toti predecesorii au fost terminati §i pentru care
cererile de resurse sunt cel mult egale cu cantitatile disponibile la momentul ¢.
Stabilirea ordinelor de prioritate se poate face static sau dinamic. In metodele statice,
priorititile nu se modifica in timpul planificirilor, fiind stabilite o singurd dati la
inceputul planificarii, pe cand in cazul dinamic ordinele de prioritate se pot modifica
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in timp in functie de situatie. Algoritmii de acest fel fac parte din clasa algo: ..nilor de
planificare pe bazi de liste §i au structura urmatoare.

Algoritmul 5.3. (pe bazi de liste)

1. [Initializare] Se face B=J si t=0.

2. [Terminare] Daca B contine toate activitatile, atunci STOP.

3. [Disponibilitate] Se determind momentul ¢ mai mare sau egal cu valoarea curenti
la care devine disponibild prima activitate dintre cele care nu apartin lui B.

4. [Alegere] Se alege dintre activitatile disponibile la momentul ¢ o activitate / de
cea mai mare prioritate i se face s;=¢s51 B=B U {i}.

5. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B

Dintre euristicile cele mai utilizate pentru a stabili reguli de prioritate amintim:
e ordonarea activitatilor crescator in raport cu inceperea cel mai tarziu dati de f;;

e ordonarea activitatilor crescdtor in raport cu terminarea cel mai tarziu datd de
fi + t;, unde /; este timpul de executie a activititii i.

i | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 10 4 2 8 6 5 9 2 7
Rl 3 3 1 1 1 2 3 2 1 2
R2 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0
ri 0 2 0 10 6 2 18 12 27 | 10
/i 0 6 18 10 12 20 18 25 27 | 30
Tabelul 5.2.

Exemplul 5.10. In figura 5.11. sunt reprezentate constrangerile unei probleme de
programare cu 10 activititi (0 este rddacina si 11 este antiradacina). Activit® le nece-
sitd la Tnceputul executiei doua tipuri de resurse, R1 cu cel mult 5 unitati 51 R2 cu cel
mult o unitate. Timpii de execulie, cererile de resurse R1 i R2 $1 momentele de ince-
pere a executiei cel mai devremc posibil, respectiv cel mai tarziu posibil sunt date in
tabelul 5.2. In figura 5.12. este data diagrama Gantt corespunzitoare solutiei obtinuti
prin aplicarea algoritmului 5.3. cu prioritati pentru activitii cu celc mai mici termene,
pentru inceperea cel mai tarziu posibil. Sunt indicate, de asemenea, consumul din
fiecare resursa pe fiecare perioada de timp. Aceastd solutie nu este optimald avand
valoarea 44. In figura 5.13 este dati o solutie optimali a problemei de valoare 40. B
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Pl 1 5
P3| s i
Ril|a 5 1
R2|0 1 1
e —

. 1 7 9
C é 5 ' 8 8| 10
3 4 3 1 S 3 S 3 2
1 1l 1 1 1]0]0 0
6 1z 16z 2931 3335 40
’ Fig. 5.13.

Pentru metodele seriale se pot da exemple in care nu se poate determina cat de
departe este solujia gasitd fata de solutia optimald. De asemenea in aplicarea acestei
resurselor se agteaptda obtinerea unor solutii mai bune dar rezultatul poate fi contrar
agteptarilor. Exemple de astfel de anomalii sunt prezentate in paragraful 5.2  2.6.

5.2.1.4. Euristica Schrage pentru un singur procesor

Punerea problemei. Fiind date n activitdti accesibile la timpii r;, necesitand
duratele de procesare (; si termenele d,, i = 1, 2, .... n se cere planificarea ordinei de
executie a activitatilor pe un procesor astfel incat timpul de lucru sé fie minimizat. B

Algoritmul 5.4. (Schrage)

1. [Initializare] Se face i = 0.
[Terminare] Daca toate activitatile au fost planificate, atunci STOP.

3. [Disponibilitate] Se determina momentul U, la care devine liber procesorul si V;
cel mai mic moment de acces al unei activitati neprocesate inca.

4. [Alegere] Se alege activitatea k din multimea {j | j este o activitate neprocesata §i
r; < max{U, V;}} cu termenul cdt mai marc posibil. Dacd mai multe activitafi
satisfac aceasta condilie, se alege activitatea cu cel mai mare timp de executie.

hd

[Planificare] Se face s, = U, si se considera k planificata.
6. [Ciclare] Sc face i =i+ 1 §i se merge la pasul 2. &

Aceastd euristica necesitd O(n log n) pasi.

Fie o= (a(1), a(2), ..., o(n)) secventa generata in modul descris de algoritmul
Schrage si Ts timpul total. Atunci, dupa cum este ilustrat in figura 5.14. in care
segmentele punctate corespund unor intervale de executie sau de asteptare a eliberdrii

procesorului, are loc relatia:
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TS:rO(i)+h§’.t0(h) +d0'(_[)’ (5.1)

unde 1<i<j<n. Daca existad mai multe moduri de calcul pentru Ty, atunci se presupune
ca i gi j au valorile cele mai mici posibile. Deoarece i este cit mai mic posibil, rezulta
fie ca activitatea o(i) este prima in o, fie ci procesorul este neocupat imedi-.* inaintea
executarii activitatii o(r). in ambele cazuri, din modul de construire a lui orezulti ca:

ra(,»)Sro(,,), pentmh=i,i+ l, ,_/ (5.2)
__________ | toy [topir] | tomp|
© i Yoty
Fig. 5.14.

Daca dy;,<dqmn, pentru A=i,i+1,...J, atunci din (5.1) si (5.2) rezultd cd o este o
secventa optimala. Altfel, se poate defini o activitate o(k) astfel incat i<k<j §i dyjy>dax)
dar dyu>dy;, pentru h=k+1,k+2,..j. Activitatea o(k) se numeste in continuare
activitate de interferenta pentru secvenfa g, deoarece ea poate intirzia momentele la
care sunt furnizate activitatile o(k+1),0(k+2),...,0(j), ocupand procesorul atunci cand
mdcar una din activitdtile o(k+1),0(k+2),...,0()) este furnizata spre procesare. Acecasta
activitate se numeste activitate critica.

In continuare prczentim o euristici modificati. Ideea de bazi a euristicii
modificate constd in aplicarea succesivd a algoritmului Schrage, cu restricia ca
activitatea de interferentd sa fie executatd dupa activitatca critica in cadrul unei noi
secvenje. Pana la urma, oricare dintre activitatile cu timp mare de cxecutare va inceta
sa fie activitate de interferenta. Descrierea formala a euristicii este data in continuare.

Algoritmul 5.5. (Schrage modificaf)

1. [Iniializare] Se face = 0.

2. [Algoritm Schrage] Se aplicd algoritmul Schrage obtinand timpul total T;') §i
secventa de planificare la executie o”.

3. [Terminare] Dacd ¢ = n - 1 sau nu mai apare nici o interferen{d in programare,
atunci se face Ts = min {Ty"...., 7"} si STOP.

4. [Restrictie suplimentara) Daca o (K") si " (/) sunt respectiv activititile de
interferentd si cea critica, se adaugi restrictia ca activitatea o’(/*) si ‘receads
activitatea 0" (k). (Daca j = d(/") si k = o"'(k""), aceasta restrictie este usor de
implementat facand #* = /).

5. [Ciclare] Se face /=t + | si se merge la pasul 2. B
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Algoritmul modificat necesita O(n’ log n) pasi.

Se poate demonstra ca Tp/T < 3/2, unde T* este solutia optimali. Se poate
construi un exemplu care aratd cd marginea anterioara este cea mai bunid pentru
euristica propusa.

Exemplul 5.11. Fie un sistem de 3 activitati cu r|=0, r=1, r;=(p+1)/2, t,=(p-1)/2,
1,=(p-1)/2, =1, d\=0, d;=(p-3)/2, dy=(p-1)/2, unde p este un intreg si p>3. Algoritmul
Schrage furnizeazi solutia 6=(1,2,3) cu Téo) =(3p-1)/2. Activitatea 2 este . . tivitatea
de interferenta si activitatea 3 este critica. Restrictia ca activitatea 3 sd preceada activi-
tatea 2 in 0'" se obtine luand r,=r;=(p+1)/2. Reluarea algoritmului Schrage furnizeaza
secventa o‘”=(l,3,2), cu T;')=(3p-l)/2. La aceasta etapa nu existi nici o activitate de
interferentd astfel incat algoritmul se incheie cu ¢'"’=(1,3,2). Secventa optimala este
(2,3,1) cu timpul de operare T"=p+1. Rezulta ci raportul Ts,/T'=3/2-2/(p+l) poate fi
facut oricat de aproape de 3/2, pentru valori suficient de mari ale lui p. B

5.2.1.5. Probleme cu resurse consumabile

Punerea problemei: Fie o multime cu n activitati 4 = {1, 2, ..., n} legate prin
constriangeri potentiale reprezentate printr-un graf conjunctiv G = (X, U) care nu
contine arce de forma (i, 0), care ar duce la imposibilitatea unei programari.
Activitatea { necesitd la Inceputul executiei ei la momentul s; o cantitate g; dintr-o
resursa consumabild. Disponibilitatea acestei resurse este data de un grafic - contine
momentele u,, 1, ..., 1, in care sosesc respectiv cantitalile b, b,, ..., b, din aceasti
resursd. Obiectivul este de a determina o programare a activititilor de duratd minima
in care s se tina seama de disponibilitatea resursei. B

Aplicatii posibile: realizarea unei finantari. cheltuielile uneir familii,
gestionarea memoriel centrale a unui calculator, rentabilizarea unor imprumuturi.

Programarea activitatilor este in acest caz o multime de polentiale care satisfac
conditia de admisibilitate urmatoare:

D= X2 a; < X b, pentruorice t,
ie (1) ke K1)

unde J(¢) este multimea activitatilor care au inceput inainte de momentul 7 si K(¢) este
mulfimea momentelor de sosire a resurselor precedente momentului ¢.

Pentru rezolvarea acestei probleme se poate aplica algoritmul urmator, numit
algoritm de decalare, in care se determina o multime de potentiale calate la dreapta F,
apoi se cautd cea mai mica valoare § a lui Jastfel incat F(§ ) sé fie o progre .are.
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Algoritmul 5.6. (algoritm de decalare)
1. [Admisibilitate] Dacd 2 gq; >kilbk , atunci STOP. (Nu existad programare.)
ieAd =
[Calcul F] Se determinad F= {f;=/(0,n+ 1)-I(i,n+ 1)|i € X}.
[Renumerotare] Se renumeroteaza activititfile In ordinea nedescrescitoare a

won

valorilor /.

[Initializari] Se face 8 =0, k=1, D=0, S(u)=by 51 S(u;)=S(u;.\)tb;, pentru i=2,3,... 4.
[Ciclare] Pentru i =1, 2, ..., n se aplica pagsii 6 - 8, apoi STOP.

[Consum curent] Se face D= D + a;.

[Moment disponibil] Atata timp cat S(u,) < D, se face k= k+1.

[Ajustare] Daca u; - f; > 5, atunci se face § = T i = I k=km

o NS A

Algoritmul de decalare determind o programare de durati minimald in
O(|Ul+nlogn+q) operatii daca G=(X,U) este fara circuite si in O(n|U|+nlogn+q) altfel.

Exemplul 5.12. Fie multimea activitatilor 4={1,2,3,4} cu duratele de executie
1=17, 1,=8, ;=9 si 1,=6. Activitatea | trebuie sd preceada activitatea 4 §i activitatea 2
trebuie sa prececada activitatile 3 i 4. Toate activitatile necesita la inceputul executanii
lor cate o cantilate a=7 de resurse. Cantitdtile de resurse b,=b,=b;=10 sunt disponi-
bile la momenicle «,=0. 1,=5, u3=10. Aplicand algoritmul de decalare, se calculeazi
multimea de potentiale calate la dreapta F: f,=0, /=4, ,=0, 1=8, f=11, fs=17. Apoi,
pentru orice aclivitate /, se determina cea mai mica valoare u, astfel incit S(u)>D(f).
Se determina &, cea mai mica valoare astfel incat S(ﬁ+c§)2D(/,-), pentru orice i; aici
5§=2.0 programare dc duratd minimald este: 5,=0, 5,=6, 5,=2, 5;=10, 5,=13, r=19. 10

Teorema 5.6. (de existentd) O conditie necesari g1 suficientd pentru a exista o
programare estc aceea ca graful G = (X, U) sa fie fara circuite de valori strict pozitive

¢
sica L g < ZLbk.l
ied k=)
Fie /* durata optimala a unei programari; u, este un moment critic daci pentru

orice programare optimalad 7 exista o sarcina / astfel incat: s, = w5, + (i, n + 1) =f;
Sw) 2 X a; > S(u.), unde J = {j € A|l(j, n + 1) > I(i, n + 1)}. Activitatea i se
jed

numeste in acesl caz aclivitate pivot. Dacéf =[(0, n + 1), atunci orice activitate pivot
este si activitale critica.

Teorema 5.7. (de criticitate) Daci durata optimala /* a unei programiri nu este
egala cu valoarca /(0,n+1) a drumului critic, existd un moment critic #; §i o activitate
pivot i. Intr-o programare optimali, cel putin una din activititile pivot asociate
momentului critic va incepe la momentul ;. in plus, daca toate valorile /(i,n+1) sunt
distincte, activilatea pivol / este defintta unic §i se executa la momentul criti. .1, B
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Exemplul 5.13. Pentru datele din exemplul 5.12. rezulta ca i =3 este
activitatea pivol §i k =3 este momentul critic.

5.2.1.6. Probleme cu termene de predare

Punerea problemei: Fie o multime cu »n activitati 4 = {1, 2, ..., n} legate prin
constrangeri potentiale reprezentate printr-un graf conjunctiv G = (X, U) care nu
confine arce de forma (i, 0), care ar duce la imposibilitatea unei programari.
Activitatea i necesitd un timp de execufie ¢, costul ¢;, termenul de predare 4; si la
inceputul executiei ei la momentul s; o cantitate g, dintr-o resursa consumabila.
Disponibilitatea acestei resurse este datd de un grafic ce confine momentele u,, u,,
..., Uy In care sosesc respectiv cantitdtile b, b,, ..., b, din aceasta resursa. * “iectivu!
este de a determina o programare a activititilor, daca existi, de duratd minima in care

sd se find seama de disponibilitatea resursei. B

Aplicatii posibile: realizarea unei finantdri, cheltuielile unei familii,
gestionarea memoriei centrale a unui calculator, rentabilizarea unor imprumuturi.

Se numeste graf complet graful G obtinut din G prin introducerea arcelor
(i, 0) ponderate cu ¢; - d..

inainte dc a determina soluia problemei sunt ajustate valorile d; in asa fel incat
sa fie indeplinita conditiad; < min  (dy - vy - &) + 1. Aceasta se poate face printr-un
keU*(i)
algoritm de determinare a drumurilor din graful . Complexitatea acestui algoritm
este O(|U)), pentru un graf fara circuite, si O(n’), pentru un graf cu circuite.

In acest caz, multimea potentialelor calate la dreapta F(J) este dati de:
F(&) = {f(d)=min(f, + 6,d,- 1)) | i € X},
unde f; = [(0, n + 1) - I(i, n + 1). Pentru un ¢ suficient de mare, F(8) = {d;- ;| i € X}.
Prin abuz de notatie, vom nota aceasta multime de potentiale cu F(0).

Teorema 5.8. (de existentd) O conditie necesara si suficientd pentru a exista o
programare este ca graful complet G =(X.U) sa fie fara circuite absorbante si ca
multimea potentialelor F(e) = {d; -, | { € X} sa fie o plinificare. B

Se numeste latitudinea unei aclivitafi / cantitatea o=d-f;-t;. Valoarea &; reprezinta
cantitatea maximala cu care poate si intarzie activitatea fara sd depdseascd termenul
sau de predarc. In algoritmul urmitor, numit algoritmul dicotomic, se numeroteazi
activitatile in ordinea nedescrescatoare in raport cu ¢; §i se face o cautare dicotomica
pentru a determina in ce interval (&, J.) se gaseste O astfel incat F(o) sa fie optimal.

Algoritmul 5.7. (dicotomic)
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1. [Calcul F] Se determind F={f=/(0,n+1)-{(i,n+1) | ie X} 5i F(w0) = {d; - t;| ieX}.

2. [Realizabil] Dacd F(=) nu este admisibil, atunci STOP. (Nu exista programare).

3. [Renumerotare] Se renumeroteaza activitatile in ordinea nedescrescatoare a
valorilor &, unde 6, =d; - f; - ..

4. [Initializari] Seface j=0,k=n,i=[(k+/)/2]sib=0.

5. [Algoritm decalare] Se aplica algoritmul de decalare pentru F(0).

6. [Testare solutie] Daca & < &, atunci se face 5 = &, sib=0.

7. [Terminare] Daca b = 1, atunci STOP.

8. [Algoritm decalare] Se aplica algoritmul de decalare pentru F(&).

9. [Mutare in jos] Daca 8 =0, atunci se face k=i sii=[(k+))/2].

10. [Mutare in sus] Daca & + & > 6.,, atunci se face j=isii=[(k+))/2].
11. [Determinare interval] Daca 5 >0 si S + &< 6., atunci se face b=1 st 0= c’f+5,-.
12. [Ciclare] Se merge la pasul 7.1

Se poate demonstra ca algoritmul dicotomic determina o programare ori de cite
ori existd o programare pentru o problema dati. Complexitatea lui este
O(U) + n log n + q log n), daca graful G estc fara circuite 51 O(|U] + ¢ log n), altfel.

5.2.1.7. Metoda PERT

In metoda PERT (Program Evoluation and Research Technique) se poate folosi
pentru determinarea drumurilor de valoare maximald un graf de precedentd in care
nodurile sunt asociate cu evenimente de tipul terminarea activitatii i, inceputul
sarcinilor j si k i arcele sunt asociate activititilor. Activititile pot sa fie reale sau
fictive. Activitatile fictive sunt utilizate pentru a reprezenta anumite constringeri
potentiale i au, in gencral, durata 0.

Un inconvenient al acestei metode in raport cu metoda potentialelor este
numirul dublu de noduri din graf. Aceasta deoarece ficcdrei activitdti i ii corespunde
un nod /; pentru inceputul executiei si un nod F; pentru terminarea ei. Un avantaj al
acestei metode este o mai ugoara urmarire de catre practicieni, fiecare activitate
putdnd sa fie reprezentata printr-un singur segment ce poate avea o lungime
proportionala cu timpul de executie. Schemcle ce sc obtin pentru graful asociat pot sa
arate sub forma unor diagrame Gantt.

Pentru reflectarea modului in care sunt reflectate pe graful G constriangerile
potentiale vom da in continuare cateva cxemple. Mentiondm ca ridicina este notata /
si antiradacina /-
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e Activitatea / precede activitatea j se traduce prin addugarea arcului (F;, ) de
valoare 0.

e Activitatea / incepe dupa r; unitati se traduce prin adaugarea arcului (/, I;) de
valoare r,.

e Activitatea j poate sd inceapd numai dupd ce s-a consumat 2/3 din timpul de
executie al activitdtii i se traduce prin inlocuirea lui / prin doud activitift i’ ce
reprezintd prima parte din i de timp 2/3 din timpul lui i §i i” ce reprezintd ultima
parte din i de timp 1/3 din timpul lui i. Apoi se inlocuiesc arcele de forma (e, I;)
cu arce (e, [;) si arcele (F;, ®) cu (F;-, *), de aceleagi valori, si se adauga arcele
(F, I;) de valoare 0 si (F;-, 1) de valoare 0.

e Activitatea j incepe la un interval 1’ dupa terminarea activititii { se traduce prin
includerea unui arc (F;, 1;) de valoare ’.

e Activitatea / nu se poate termina dupa termenul d; se traduce prin inclu . --ea unuj
arc (F;, I) de valoare -d..

e Activitatea / sd inceapd inainte de momentul ¢’ se traduce prin includerea unui arc
(1, I) de valoare -1’

Graful obtinut in urma transformarilor de tipul celor indicate mai sus se poate
simplifica prin eliminarea arcelor redondante.

5.2.2. Metoda circuitelor critice

Punerca problemei: Se cere determinareca unei programari a mul{imii de
activitati 4 = {1, 2, ..., n}, fiecare activitate putandu-se executa repetitiv, supuse la
constrangeri interne date prin relatii de preceden{a intre activitafi si la constrangeri
externe prin care se stabilesc relatii intre copiile activitatilor. B

Aplicatii posibile: fabricarea unor clemente de serie, executarea programelor.

Executia repetitiva a activitatilor poate fi asimilata cu calculul de ma. .ulte ori
a unei functii F = (4, <) care stabileste ordinea de executare a cite unei copii a
fiecirei activitati. Vom nota cu < mulfimea constrangerilor interne $i cu <* mulfimea
finita de constrangeri externe. O constrangere externa este de forma (i, /, k), unde i §i j
sunt activitali paringi $i k este un numdr intreg strict pozitiv, si exprima faptul ca,
pentru orice n# numar natural, executia activitatii j pentru al (n + k)-lea calcul al
functiei nu poate sa inccapa inainte de terminarea exccutici lui 7 pentru al n-lea calcul
al functiei. Pentru a evita reentranta se face presupuncreca ca (i, i, 1) € <‘, pentru orice
i € A. Aceasta cste cunoscutad sub numele de ipoteza de nereentranya.
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Daca se noteazd cu f; momentul de incepere a celei de-a n-a execufii a
activitatii /, atunci a n-a executie a lui F are loc intre momentul o, dat de expresia
a,=min{1;'lieA} si momentul f, dat de expresia f,=max{t/|icA}. De cele mai multe
ori se presupune ca orice executie a lui F se efectueaza intr-un timp finit. Aceasta se
poate exprima prin existenta unei constante K astfel incat f§,-a,<K. Se poate vedea

n+l
i

ugor cd, pentru fiecare i€, are loc inegalitatea ¢’ <" pentru orice n numar natural.

La fel, sirurile (a,), si (8,), sunt crescatoare. Ele sunt strict crescdtoare daca ¢, > 0.

In continuare vom numi activitate derivata de ordinul n a activitafii parinte i
perechea (i, n), pentru un n numar natural nenul.

Daci F se calculeazi de un numar dat N de ori, problema se poate rezolva prin
metodele prezentate anterior, considerind N copii identice ale grafului - ociat §i
stabilind arce intre activitati din copii diferite in functie de constrangerile externe.

5.2.2.1. Modelarea problemei centrale repetitive

Vom utiliza notiunea de graf de evenimente definit prin R=(G,p,E"), unde
G=(T,P) este un graf directionat conex in care 7 este multimea tranzitiilor si P este
multimea locurilor; p: T — N asociazd durate tranzitiilor si E=M =P >N,
R’ =T — N) este starea initiali. Vom presupune ca >0 si ca duratele reziduale sunt 0
la momentul 0. De aici rezulta ca postmarcajul initial este egal cu marcajul initial.

Fie functia F = (4, <) cu constrangerile externe <‘. Vom asocia problemei
centrale repetitive graful de evenimente temporizat urmator: fiecarei activitdfi i de
durata ¢ 1i corespunde tranzitia T; de aceeasi durata §i1 de durata reziduald inifiald nula;
fiecarei precedente i < ii corespunde locul P; de marca initiald nula, cu unica intrare
T; st unica iegire T;; fiecarel constrangeri externe (i, j, k) € <‘ ii corespunde un loc P
de marca initiala k, avand o intrare 7; §i o iesire T;. Executiile controlate i.. (nite ale
grafului de evenimente R = (G, p, E") sunt solutii pentru problema centralﬁZepetitivﬁ. .

Exemplul 5.14. Pentru realizarea unei piese se efeclueazi activititile {1,2,...,12}
repartizate in trei ateliere A4,, A; $i A;. Limitdrile interne sunt date in figura 5.15.
Constrangerile cxterne sunt implicate de restrictia ca fiecare atelier A; poate lucra la
cel mult K; piese la un moment dat, unde K\=3, K>=2, K5=1 i de ipoteza de
nereentran{d. Aceste constringeri externe se traduc in satisfacerea urmatoarelor

inegalitati: "*>- 1 >t, (primul atelier poate lucra la cel mult 3 piese la un moment dat),

t;”z-tl"ozn(, (al doilea atelier poate lucra la cel mult 2 piese la un moment dat),

(i -6, >1,, (al treilea atelier poate lucra la cel mult o piesa la un moment dat),
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t,-" * -t:' >¢;, pentru orice n > 0 §i orice activitate i (piesele se pot lucra numai iz ordinea
numerelor asociate lor). Graful de evenimente corespunzitor procedeului expus
anterior este reprezentat in figura 5.16. B

Fig. 5.16

Din graful de evenimentc R=(G p.E") se poate construi un graf infinit, numit
graful dezvoliat, g(R)=(t,S,v), unde = TOO AT" | TieTnzl1}, To0 fiind nodul asociat

activititii fictive de mceput (rddicina) si 7;" fiind nodul asociat activitatii der ate (i,n),

S=5,0USy, cu S={(T0 T (T, T)eP s M,.,.>0}, S=((T) ™M \(T,T)eP si n21),

o
Mg- fiind marcajul inifial al lui Py w TOO,TI-M" )=0, pentru orice arc din S, si
W T,-",T,-MM” )=t.. pentru fiecare arc din S,. Traversarea de indice n + Mg a lui T} poate
sd inceapa dupa a n-a traversare a lui 7.

- Fie un element o pe care il adaugam la multimea numerelor naturale obfinand
multimea N = N U {®}. Presupunem ci o are urmitoarcle proprietli: @ > n, pentru
orice numdr natural n, @tn = w-n = ©, pentru orice numéar natural n, wtw= W0 = w.
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O multime de potentiale pe g(R), graful extins al grafului de evenimente
temporizate R, este o aplicatie s a multimii 7 a varfurilor lui g(R) cu valori reale cu
urmaitoarele proprietiti: sg =0; s € N, pentru orice n > 1 si oricc T; € T
st - sf 2 wT/, T}, pentru orice (TF, T}) € S. Exista o bijectie intre execufiile
controlate ale lui R si multimile de po‘entiale pe g(R). Un graf de evenimente
temporizate are o executie controlata infinitd dacad si numai dacd pentru orice circuit

suma marcajelor initiale este strict pozitiva.

Solutia optimalé a problemei de programare repetitivd este executia controlat
cea mai devreme. Relatia de ordine intre executii ordonate se defineste in felul
urmdtor: daca X si Y sunt executii controlate avand respectiv asociate mulfimile de
potentiale x 5i v, atunci X<Y daca si numai daci x; <y/, pentru orice T, T §i orice n>1.

Data cea mai devreme a celei de-a n-a executii a activitatii parinte i a unei
probleme de programare repetitiva este valoarea maximald a unui drum de la 7;)0 la

T" in graful extins.

Notand cu ;' momentul cel mai devreme a celei de-a n-a traversare a tranzitiei

T,, se obfine y;' = w dacd existd in g(R) un drum de valoare o de la Ty 12 7" si

n _

7; = valoarea maxima a unui drum de la T(;) la 7.

Fie C multimea tranzitiilor ce apartin circuitelor cu toate arcele marcate inifial
cu zero. Fie A” multimea nodurilor lui g,(R) care rezultd din C, datd de expresia
A" ={TFP | T, e C}. Daca # este multimea nodurilor lui g,(R), atunci graful g,(R) cu
nodurile 7 - 4” 5i arcele corespunzitoare lor din g,(R) cste fara circuite. Deci acest
graf admite o numerotare a nodurilor astfel incat pentru orice arc (7,”, 77) din g,(R)
are loc / <j. Aceasta numerotare permite o ordonare a tuturor nodurilor din copii ce
nu aparfin la circuite si determinarea potentialelor pana la o limitd M de copii date
aplicand algoritmul urmator:

Algoritmul 5.8. (pofmin)

[Initializare] Se face yg =0si 7,-' = @, pentru orice T,.l eC.

[Ciclare copii] Pentru p =1, 2, ..., M se aplica pasul 3, apoi STOP.
(Ciclare noduri] Pentru i = 1, 2, ..., n se aplicd pasul 4.

o -

[Calcul potential] Daca 7;” € 7, atunci ¥/ = w, altfel:

" (7 r.f’)n;arﬁ in o(R)[y;I i T,-”)] "
jodi &

Complexitatea acestui algoritm este O(n* M).
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5.2.3. Metode clasice :

In acest paragraf vom prezenta metodele devenite clasice pentru programarea
activitdfilor. Am clasificat aceste metode in doud categorii: metode de schimb si
metode pe baza de liste.

5.2.3.1. Metode de schimb

5.2.3.1.1. Programarea pe un procesor

Punerea problemei. Fiind date n activitati disponibile la momentul 0, cu timpii
de executie ¢, t3, ..., f,, cu ponderile w), w,, ..., w, se cerec programarea lor pe un

.c;, undc ¢, este momentul terminarii

procesor prin care sa se minimizeze valoarea Swe
i=l
activitétii i. H
Dacéa activititile sunt independente, programarca activititilor in ordinea
necrescatoare a valorilor g, = w; / t; conduce la o solutie optima.

5.2.3.1.1.1. Proprietdfi ale solutiilor optime pentru activitaji dependente
Pentru o submultime x de activitdfi vom folosi urmaétoarele notafii: t(. = i:z L.
x

w(x) = Xw,, p(x) = w(x)/ 1(x), G(x) subgraful generat de x $i ¥ =4 - x.

iex

Se vedec imediat cd daca s este o programare pentru A, atunci s(x) este o
programare pentru x.

Vom spune ca o submultime de activitdti x este inifiala daca pentru orice / € x
predecesorit lui / sunt elemente ale lui x.

Oricare ar fi solutia problemer de programare s = (14, {5, ..., £,). multimile {{,, iy,
..., ix} sunt initiale pentruonce k=1, 2, ..., n.

Vom spune ca o submultime de activitdti y este p-maximala daca este nevida,
Ay) 2 p(x), pentru orice submultime x inifiala, st este minimald in raport cu
incluziunea cu aceste proprietéti.

Teorema 5.9. Daci s = (s'(x), s (¥)) este 0 programare optimali, atunci s '(x)
este solutie optimala pentru G(x) si s'(X) este solutic optimali pentru G(X). -

Teorema 5.10. Daci y este initiald p-maximald, atunci existd o programare
optimali s astfel incit s” = (s'(y), s (¥)). In plus, y apare ca un sir neintrerupt in orice
solufie optimald. B
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Lema 5.2. Daca (x,, x,) este o partitie a lui x, atunci:
px) = (1xy) 7 t(x)) plxi) + (((x2) / 1(0)) plxz). A

Lema 5.3. Daca s=(s(x),s(x,),5(x2),5())) $i s’=(5(x),5(x2),5(x1),5(y)) sunt progra-
midri de valori ¢(s), respectiv ¢(s’), atunci ¢(s)<¢(s’) daca si numai dacd p(x,)>0(x,;). B

Lema 5.4. Daca (x), x, ..., x,) este o partitie a lui x, atunci max{o(x,), o(x2), ...,
Ax)} = p(x). Egalitatea are loc daca §i numai dacd o(x)) = p(x;) = ... = (x,). B

Teorema 5.11. Dacii s~ este o programare optimald, atunci existi » mulfime
inifiald p-maximali de activitati y astfel incits” = (s'(y), s (¥)). ®

Din proprietafile precedente rezultad urmatorul procedeu de determinare a unei
solutii optimale: se determind multimile initiale p-maximale de activititi y i se alege
solutia (s(y), s( ¥)) care are cea mai mica valoare.

5.2.3.1.1.2. Dependente de tip antiarborescenta

vvvvv

care nu are nici un succesor, toate celelalte noduri avind cate un succesor imediat.
G este o familie de antiarbori daca oricc compoﬁcnlﬁ conexd a lui G este un
antiarbore. Vom nota cu A(¥) antiarborele gencrat de .

Teorema 5.12. Multimile de activitati initiale p-maximale ale unei familii de
antiarbori sunt A(i),i=1,2, ..., n. 1

3 »d
N ke
Il h)
Fig. 5.17
i ! 2 3 4 5 6 7
AW {1,2,3,4) {2,3,4) {3} {4} 56,7y | {6,7} {7}
w(A()) 15 9 2 3 13 7 3
(A1) 7 6 1 3 5 4 2
HAD) | 2+ /7 | 1+112 2 1 2+3/5 | 1+3/4 [ 1+122
Tabelul 5.3.

Exemplul 5.15. Fie multimea de activitati 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} cu timpii de
executie (1, 2, 1, 3, 1, 2, 2), cu ponderile (6, 4, 2, 3, 6, 4, 3) si cu graful de precedenta
din figura 5.17. In tabelul 5.3. sunt sintetizate informatiile privind mulfimile de
activité;i initiale corespunzatoare. Rezultd ca multimea A(S) este p-maximala. Deci
s =(s (A(S)) s (A( 5))). Apoi sc determind ccmponentele acestei solutii dup. modelul
S(A(5) = (s'(A(5) - {5}), 5). =
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Algoritmul de determinare a solutiei optimale este in acest caz:

Algoritmul 5.9. OPT(A)
[Terminare] Daci 4 = J, atunci STOP.
[Prefix solutie] Se planifica activitatile date de solutia OPT(A(1) - {1}).
[Planificare centrald] Se planifica pnma activitate din 4.
[Sufix solutie] Se planifica activititile date de solutia OPT(TI) ).

W

Complexitatea acestui algoritm este O(r’).

Exemplul 5.16. Cu datele din exemplul 5.15., deoarece pentru A(5) existi o
singurd planificare, s'(4(5)) = (7, 6, 5). Cum @ = A(l), solutia opt :ald este
(7,6, 5, s‘(A(Z)), 1). A(3) este p-maximala pentru 4(2) si, cum :4@ = {4, 2}, rezultd
solutia optimala a problemei initiale (7,6, 5,3,4,2,1). 8@

5.2.3.1.1.3. Euristicd Greedy pentru activitati cu termene de predare

Punerea problemei. Presupunem exccutarea pe un procesor a n activitifi,
activitatea / avand timpul de executie ¢, ponderea w; si termenul de predare d;, pentru
i=1,2,..,n1

In euristica propusi, se programeaza pe ultimul loc activitatea cu valoare
maximi a raportului ¢ / w; §i care nu depdseste termenul limitd de incheiere d..
Procedura se reia pani cind s-a efectuat programarea tuturor activitafilor. Descrierea
formala este data in continuare.

Algoritmul 5.10. (Greedy)
1. [Inifiatizari] Se face k=nsi T, = 2:,, V,={1,2,...n}.
i=

2. [Terminare] Se determina £, = {j € V, | d, 2 T;}. Daca E, = J, atunci nu existi o
solutie realizabila 51 STOP.

3. [Alegere] Se alege ri € {i | t;/ w; = max E, {t;/ w,}} cu d; cat mai mare. in cazul
unor valori maxime egale ale rapoartelor §i ale limitelor de incheiere
corespunzatoare lor d, se alege aleator una dintre valorile r,.

4, [Modificéri] Daca k= 1, atunci STOP; altfel se face 7,,, = T, s Vi = Vi - {nd,

- t']
k=k-1sisetrece la pasul 2. 1
Aceastd procedura are complexitatca temporali O(n log n) si identifica o
solutie realizabila, daca aceasta exista.

In vederea investigirii eficientei euristicii propuse, fie o clasi de probleme
pentru care euristica furnizeazi o solutie optimald. Se presupune ca activititile sunt
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indexate astfel incat ¢, / w) <, / wy < ... £,/ w,. Pentru o programare datd o se
afirma ca activitdtile o(i), o(y) i o(k) sunt intr-o configuratie interzisa daca i <j <k gi
o(j) > o(f) > o(k). Daca o are trei activititi, nu neaparat adiacente, intr-o configuratie
interzisd, atunci activitatea situata in pozitia mijlocie, activitatea o(j) din pozifia j, are
valoarea maxima a raportului ¢, / w,, activitatea din prima pozitie, activitatea o(f), are
valoarea imediat mai micd a raportului 1, / w, §i activitatea din ultima pozitie,
activitatea o(k). are cea mai mica valoare a raportului £, "w,.

Teorema 5.13. Fie & o solutie optimala a probiemci studiale. Daci in ¢ nu
existd o configuratie interzisi a trei activititi din o . atunci solutia ¢”, adici cea
furnizata de euristica, este si ea optimala.

Demonstratie. Si presupunem ca o’#o . Fie s=max {k|®(k)=o (k)}. In virtutea
pasului 3 al euristicii, o (s)<d’(s). Fieie {1,2,. ..,s-1} astfcl incit o' (i)=0(s). - virtutee
ipotezei o (/)<o (i), pentru toti je {i+1,i+2,....s-1}. O succesiune de interschimbari de
perechi de intervale are drept rezultat o sclutie cel putin la fel de buni cu activitatea
o (i) inserati in pozitia s. Procedeul descris poate fi repetat pini cand ¢’=o . Deci &
este optimala. B

5.2.3.1.2. Probleme de atelier cu doua procesoare

In probicimele de programare cu m procesoare numite flowshop sc presupun un
numar de n lucran, fiecare lucrare / consta din m activitat (i, 1), (i, 2), ..., (i, m),
activitatea (i, j) se executa timp de ¢, pe procesorul j si (/. j) precedc (i, / + 1), pentru
Jj=1L2,..m-1s1i=1,2,..,n

Pentru m = 2, vom nota @, = 1, §i b, = 1, pentru / = 1, 2, ..., n. Fie relatia p pe
multimea lucrarilor definita prin i p; daca gt numai daci min(a;, b,) < min(a;, b;).

Teorema 5.14. Relatia p este o relatic de ordine partiala stricta.

Pentru demonstratie a se vedea [BAS89]. m

Teorema 5.15. Orice ordine totald compatibila cu p este o planificare optimala
a lucririlor exccutate pe doua procesoare diferite.

Pentru demonstratie a se vedea [BAS89]. m
Proprietitile enuntate anterior permit obtinerca unei planificin optimale
aplicand urmatorul algoritm cunoscut sub numele de algoritmul lui Johnson.
Algoritmul 5.11. (Jehnson)
1. [Initializari] Se face R={1,2, .., n},s = L sid=n.
2. [Terminarc] Daca R = &, atunci STOP.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



234 Algoritmi euristici

3. [Alegere] Se alege o pereche (i, j) care corespunde celei mai mici valor: , pentru
i € Rsij=1,2. Daci sunt mai multe, se alege oricare dintre ele.
4. [Programare] Daca j = 1, atunci se planifica i pe pozitia s §i se face s =s+ 1,
altfel se planifica i pe pozifia d si se faced=d - 1.
5. [Ciclare] Se face R = R - {i} si se merge la pasul 2. &
Complexitatea algoritmului este O(n?).
Exemplul 5.17. Pentru n=5, a,=3, b=6, a,=5, h=2, as=1, b;=2, a,=6, bs=6,
as=7 s1 bs=5, prin aplicarea algontmului precedent, mai intai se face R={1,2,3 4,5},
s=1 si d=5. Cum a;=1 este cea mai micd valoare a unui timp, se plaseaza lucrarea 3 pe
locul 1, se face s=2 si R={1,2,4,5}. Pentru activitatile rimase b,=2 cste cea mai mici
valoare a unui timp, deci se plaseaza lucrarea 2 pe locul 5, se face d=4 i R={14,5}.
Pentru activitatile rimase a,=3 este cea mai mica valoare a unui timp, deci se plaseaza
lucrarea 1 pe locul 2, se face s=3 51 R={4,5}. Pentru activitidfile rimase bs=5 este cel
mai mic timp, deci se plaseazi lucrarea 5 pe locul 4, se face d=3 §i R={4}. {r final se
plaseazi lucrarea 4 pe locul 3 si se obtine planificarea optima (3,1,4,5,2). B

5.2.3.1.3. Euristici de planificare ve doua magsini cu timpi de
accesibilitate

Fie n activitati cu timp de accesibilitate r;, i = 1, 2, ..., n si durate de procesare
a; §i b; pe masinile 4 si respectiv B. Obicctivul consta in planificarea (ordonarea)
activitatilor astfel incat timpul maxim de incheiere C,,, sd fie minimizat. Pentru
rezolvarea problemei, se propun patru euristici pe care lc prezentam in continuare.

Prima euristica, numita ARB, consta in ordonarea arbitrara a activitatilor, dupa
care C:]ff este evaluat in O(n) pasi. in a doua curistica, numita R, activititile sunt
ordonate in ordinea nedescrescétoare a timpilor de accesibilitate §i in a treia euristicd,
numitd J, ordonarea are loc in conformitate cu regula Johnson, ignorind timpii de
accesibilitate, si anume: activititile cu a; < b, sunt ordonate primele in ordinea
nedescrescatoare a duratelor a; dupd care activitatile ramase (cu a; > b,) sur - rdonate
in ordinea necrescatoare a duratelor b,. In ambelc cazuri, procesarea se efectueaza in
O(n log n) pasi. Daca e adoptata euristica R, atunci nu existd timp neocupat in mod
nenecesar pe masina 4. A patra euristicd, numitd RJ, estc o variantd a euristicii R in
care sc fine scama de avantajul euristicii J de a elimina timpii neocupafi in mod
nenecesar: ori de cate ori trebuie aleasa o activitate dintr-o secventa care evitd timpii
neocupati in mod nenecesar, se alege acea activitate care urmeazd sa fie procesatd
prima in conformitate cu regula lui Johnson. Aceasta curisticd are complexitatea
O(n log n) si este prezentatd in continuare.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Planificarea activitatilor 235

Algoritmul 5.12. (Euristica RJ)
1. [Inifializéri] Se face k=0gi T = rm;:{r,} unde S este multimea activitati): .-
1=

2. [Alegeri] Se determind multimea S* = {i | i € S, r, £ T, a; < b;} si mulfimea
S"={i|lie S, r<T a>b} DaciS =, se alege o activitate i din S’ cu g; cat
mai mic; altfel se alege o activitate i din §” cu b, cit mai mare.

3. [Plasare] Se face k= k + 1, se plaseaza activitatea i in pozitia k, se face T=T + g;
siS5=S8-{i}.

4. [Terminare sau ciclare] Daca S = J, atunci STOP (s-a obtinut o programare);
altfel se face 7= max {7, 'f;l}]{rl}} §i se trece la pasul 2. W

Dacd o euristici H genereazd o secventd (o(l), ..., o(n)), atunci timpul de
execufie maxim al euristicii H este:

Cox = oty + Sty + 2bygy, (5.3)

=u

pentru anumiti i, v € {1, 2, ..., n}, unde u < v, §i 1 este ales cat mai mic posibil.
In continuare se prezintd performantele celor patru euristici in cel mai riu caz.

Fie C. ,, valoarea minimi a timpului maxim de incheierc a unei procesari.
ARB
Teorema 5.16. CA%8,ct <3, cf /ch <2, ¢l /Ch. <2 si ma,(/c’ <2;

aceste margini sunt cele mai bune posibil.

Demonstratie. De fiecare datd, se presupunc ca secventa generatd este
(a(1), o(2), ..., a(n)) si timpul maxim de executie este dat de (5.3). Evident ca C:m
este mai mare decat orice timp de accesibilitate, adica:

C > o (5.4)
Timpul necesar pentru procesarea activitatilor {o(u), o{u+1), ..., o(v)} pe masina A
satisface inegalitatea:

ITth Izag( (55)

in mod analog, timpul necesar pentru procesarea activitatilor {o(u), o(u+1), ..., o(v)}
pe magina B satisface inegalitatea'

> Yoy, (5.6)

Il'ld\

Pentru curistica ARB, insumand (5.4), (5.5) si (5.6) si finand seama de (5.3)

rezulta 3C°, > C** Ppentru euristicile R si RJ, valoarea minimi a timpului de

max max
accesibilitate a activitatilor {o(u), o(u+1), ..., o(v)} este r4,). Rezulta ca:
C(r.nax > o) _iao(,') : (.7

RJ
max Cmax .

Adunind (5.6) cu (5.7) si tinand seama de (5.3), rezulta 2 >C max 91 2C

max
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In euristica J, activitatile din {o(u), o(u+l), ... o(v)} sunt ordonate in
conformitate cu regula lui Johnson. Timpul maxim de cxecutie, ignorand timpii de
accesibilitate, satisface inegalitatea'

Cho > ia o)+ Sy (5.8)
Adunind (5.4) si (5.8) si tinind seama de (5.3), rezulta 2C >

max max-*

Faptul cid
limitele date sunt cele mai mici posibile rezultd din urmatorul exemplu. B

Exemplul 5.18. Fie problema cu trei lucrar specificatd cu datele din tabelul
54.,unde 0 < Bk < K.

{ 1 2 3
r k 0 K-3k
a; 2k K-64 k
b; K-6k k 2k
Tabelul 5.4.
Pentru secventa (1,2,3) rezulta timpul de exccutie K=C, . Intr-adevar, lucrarea 3

are timpul de accesibilitate K-34 si timpul de exccutie cste ay+by=3k%, deci incheierea
procesarii lucrarilor nu poate fi mai micd decat K-34+3/=K. Daca lucrérile sunt
ordonate arbitrar in ordinea (3,2,1) se obtine C"RB—3K-17/\, deci C,"iff/(f -3-12k/K
si are o valoare oricat de apropiata de 3. Pentru curisticilc R si RJ se obtine secventa
(2,1,3) pentru care CX_=CM =2K-8k, deci CX /Cl. =CM /C" =2-8KiK si are o
valoare oricat de apropldta de 2. Euristica .J genereazd secvenfa (3,1,2) cu
Cl=2K-5k, deci C../Ch

max max’ Cmax =2-5k/K $1 are o valoare oricit de apropiatd de 2. W

Pentru curistica RJ existd doud cazuri pentru care abaterca maximd de la
valoarea optimala este mai mica decét 0.5.

Lema 5.5. Daca ay;) < by, pentru i = u, u+ 1, ..., v sau daca ay; 2 by, pentru
i=v,v+1, .. u atunci Cg/“ / Crax <372
Demonstratic. Pentru secventa {o(u), o(u+1), ... atn)} timpii dc procesare ai
lucrarilor pe masinile 4 si B satisfac respectiv conditiile:
C > Fom * ,§," o § (5.9)
Choi > Fo + Z,’b - (5.10)
Scazénd (5.10) din (5.3), rezulta ca
i C,'n <Sa, - Thy, 5.11)

i=u =i

Daci aq, < bgiy, pentru i =u, u+ 1, ..., v, atunci din (5.11) rezulta ca:
a1 » P
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Cl o <Ao< 1/2 (A + bow) < 12 Choss
deci CX / C. . <3/2. Scizand (5.9) din (5.3) rezulta ci:

RJ
Cmax - Cr‘nax < ‘g:vba(i) -

5 ot -

i=v+l

Daca ay;) = by, pentru i =v, v+ 1, ..., u, awunci din (5.11) rezulta ca:

Cl O <oy S V2 (g + bogy) < 172 Coy
decic® /C <32.m

Exista o euristicad imbunatatita pentru care Cnlfix 1 C L <53

Exemplul 5.19. Cu datele din exemplul 5.18., pentru succesiunea (2, 1, 3),
calculele se efectueaza dupa cum urmeaza:

u=l,v=lngax=O+ilaom+ilbom=O+K-6k+K—6/(+2k+k=2K-9k,
u=1,v=2:cnﬁ’ax=0+ilad,.)+i2ba(i)=0+1<-6k+2k+K-6k+2k=21<-3k,
i= =
—lv=3C" —0+3 Sp . = -
u=1,v=3:C,, =0+ ayy+ bo(,.)—0+K—6k+2k+k+2k—K—k,
i=1 i=3

maximul avand loc pentru u = 1, v= 2. Programarea este aratata in figura5. . W
d; a, 4

K6k 2k &k
b, by D3
T 2T K6k 2%
. 2K-8%
Figura 5.18.

5.2.3.1.4. Algoritm euristic pentru procesare pe mai multe procesoare

Punerea problemei. Fiind date n lucrdri ce urmeazd a fi executate pe m
procesoare, ocupate in aceeasi ordine, timpul de executic a lucrérii i pe procesorul j
fiind ¢, i=1,2,..,n;j=1,2, .., m, se cere determinarca ordinii in care cele n lucrari
trebuiesc executate pe cele m masini astfel incat timpul total de lucru sa fie minim.

Fie o o secventa partiald continand k < n lucrari, o lucrare a §i o a - :zultatu)
concatenarii lui @ cu o Atunci, folosind ipotezele mentionate in {[BAK69], relatia
recursivd pentru timpul de executic a secventei partiale o a de lungime k + 1 pe
masina j, notat 7(o a, j), este:

T(oa,j)=max [T(q,)), (ca,j- D]+ 1, (5.12)
unde:
(D, )= T(o, 0) =0, pentru toti o si /.
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Problema planificarii constd in minimizarea lui 7(o «. j), unde a parcurge toate
lucririle §i o parcurge toate secventele posibile de n-1 lucran diferite de lucrarea a. B

Problema planificarii lucrarilor este interpretatd drept un caz complex de
sortare a n obiecte astfel incat sa se asigure minimizarca functiei f{¢), ¢ ., t,n) @
timpului de lucru. Dificultatea problemei echivalente dc sortare consti in faptul ci o
asemenea functie nu poate fi definitd fard cunoasterca secventelor anterioare gi
posterioare ale fiecarei lucrdri. Dupd cum se aratd in lucririle [DUD64] si [PAG61],
pentru cazul a doud procesoare, functia f{i) asociatd lucrarii / are forma:

)= A4/ min(t;, t;), unde A = 1 daca ¢,; < ¢, 51 4 = -1 altfel.

Pentru cazul a trei procesoare, studiat de Johnson [JOH54], atunci cand:

In< llsl};jsnn (o1, 1),
functia /(i) are forma:
fi)=4/ llsniisnz (t; + tj«1),unde A = 1 daca 13 <1, i A = -1 altfel.

Problema planificdrii, in cazul a doua sau trei procesoare, este echivalentd cu
problema sortarii a n numere astfel incat fla)) < fla;) < ... < fla,), unde a, reprezinta
lucrarea de pe locul i. Pentru cazul a mai mult de trei procesoare se propune o
generalizare a functiei f{7) definiti astfel:

fi=A4 /Isrgirg_l (t; + tjn1), unde 4 = 1 dacé 1, <1, 5i A = -1 altfel. (5.13)

Algoritmul euristic propus este:

Algoritmul 5.13. (Johnson generaliza

1. [Calcul functie] Pentru fiecare lucrare i se calculeaza /(i) definit prin (5.13).

2. [Ordonare] Se ordoneaza lucririle in ordinea crescétoarc a valorilor f{i), in cazul
egalitdfii f{i) = i + 1), acordand prioritate lucrérii pentru care suma timpilor de
lucru pe toate procesoarele este mai mica.

3. [Calcul timp] Se calculeaza timpul necesar efcctuarii lucrarilor utilizand (5.12). @

Exemplul 5.20. Pentru ilustrarea euristicii propuse. se considerd urmatorul
exemplu cu patru lucriri §i cinci procesoare timpii de lucru fiind dati in tabelul 5.5.

P . j T
l J 1 2 3 ’ 4 5
1 4 3 7 2 8
2 3 7 2 8 5
3 1 2 4 3 7
4 3 4 3 ! 7 2
Tabelul 5.5.
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Pentru acest exemplu, valorile f{i) sunt: f{1) = -1/7, f{2) = -1/9, A3) =-1/3, f4) = 1/7.
Rezulta secventa 3124 a lucrarilor. Utilizand relatia (5.12) rezultd cd timpul de lucru
este egal cu 34 de unitifi. Solutia optimala este definitd de secventa 3412 si necesiti
un timp de lucru egal cu 33 de unitati. B

Pe baza testdrnilor efectuate pe mai multe excmple. rezultd ca euristica propusa
furnizeaza solutii aproape optimale sau optimale in majoriiatca cazurilor.

Se poate demonstra ca euristica propusa de Palmer [PAL65] se t--eazd pe
analogia, mentionatd de Page [PAG61], dintre problemicle de sortare §i planificare.
Daci ¢; este timpul necesar lucrarii i pe procesorul j,i=1,2, ..,n,j=1,2,..,m,
Palmer a propus ordonarea lucrarilor in ordinea descrescatoare a s(i), unde:

$() = 172 (<(m-1) tyy - (m-3) 1y + oo + (M-3) tipr + (m-13 1,0) = 172 g(2j—m—l) t;.
1=

Pentru a considera problema planificérii drept o problemé de sortare, Page a
propus o functie f{i) astfel incat lucrdrile sa fie parcurse in ordinea crescitoare a
valorilor acestei functii. Functia propusa este:

)=-2s5()= g(lrr—2j+l) l,.

j=1
Exemplul 5.21. Figura 5.19. ilustreaza solutia {urnizatd de euristici pentru

datele din exemplul 5.20.

J

1 —
2 —
3_
4 —
5 —

Segmentele ce corespund valorilor ¢; pentru i = | si i = 3 sunt desenate cu linii pline §i
celelalte, pentru i = 2 si i = 4, sunt desenate cu linii punctaic. B

5.2.3.1.5. Euristici bazate pe indicele de inclinure

Punerea problemei. Fiind date »n lucran $1 m procesoare, se cere identificarea
ordinei in care urmeaza sa fie parcurse cele » lucrari in vederea minimizérii timpului
de executie. Timpul de ocupare a procesorului j de lucrarca i se noteazi cu ¢;. @

Daca ordonarea lucrarilor pe fiecare procesor esic acceasi, solutia optima se
obtine pentru una din cele n! ordonari initiale. a cdror cnumerare necesitd un timp
exponential, fapt cc justifica utilizarea metodelor curistic: de rezolvare a pre™lemei.

Doua margini inferioare, obtinute pe calea inspectirii diferitelor situatii, sunt
date in continuarc. dar este putin probabila atingerea lor pentru valori mari ale lui n §i m.
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a. Timpul total nu este mai mic decat: (timpul total pc procesorul j) + (timpul pe
procesoarele 1 pana la j - 1 a lucririi )) + (timpul pc procesoarele j + 1 pand la n
a lucrdrii i), pentru toti j i in ipoteza cd i, §i {; reprezintd prima §i ultima lucrare,
fiind diferite intre ele si fiind alese in asa fel incat sa minimizeze suma ultimilor
doi termeni. Se presupune, de asemenea, cd nu existd intervale de timp neocupate
in etapele lut i) ce preced inceputul lucrului pe proccsorul j, in timpul lucrului
procesorului j st in etapele lui #; ce succed inchcieni lucrului pe procesorul j.

b. Timpul total nu este mai mic decat: (timpul total pentru lucrarea i)+(suma timpilor
minimali pe procesorul 1 §i procesorul m consumati pentru celelalt lucrari),
pentru toate valorile lui i. Aceastd margine presupune ci nu existd intreruperi in
procesarea lucrdrii /; lucrarile cu timp de lucru mai mic pe procesorul 1 decét pe
procesorul m sunt considerate inaintea lucrarii i §i celelalte dupi i, astfel incit
timpul consumat inaintea si dupa procesarea lucririi / este redus la minimum.

Daca unele dintre #; sunt nule, atunci lucrdrile cu ¢, ; si ¢ ; nule trebuiesc

excluse in cazul marginii a.. Trebuie de asemenea avuld in vedere posibilitatea
schimbarii ordinei lucririlor ce afecteazi marginea b..
Definitiile celor doua margini inferioare sunt ilustrate pe figurile 5.20.a) si b).

1 oz
2 —
a) / =T
m1 “ - . _ Mma
m 1A
le—rimpuf consumat de—sta—timpui total pe ——sje—nmpuf consumar de
lucrarea & fe procescrul § lucrarea & pe
procesoarele l..... j-1 rocesoarele j+1....m
1 Foo F2q Fevg T
3 [tz [ Fa
‘\
A
A Y
b) m-l \-\ fima 5 m.1
'm T Fim| Tovim fo.q el
le—rimpul consumat de—sla—timpu] toral pertru—ete—timpul consumat de
procesorul l perire jucrarea { procesorul mpeniru
lucrarile + lvcrarea ¢ lecrériie # lucrarea ¢

Fig. 5.20.

Euristica propusa utilizeaza notiunea de indice d¢ inclinare (slope index) in
care principiul de bazd este: “Se acordd prioritate activitatilor ce au cea mai mare
tendintd de trecere de la timpii de lucru mici la timpit dc lucru mari in ordinea
incdrcarii pe procesoare”. Pentru fiecare activilate i sc¢ poate utiliza un indice de
inclinare definit prin:

S=-(m-Dty-m-3tn-...+{m-3t,.+m-1)t,.
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In aceasta formuli ponderile asociate timpilor de lucru pe procesoare sunt
determinate prin metoda celor mai mici pitrate plecand de la o aproximare liniara a
timpilor in raport cu indicele procesorului. Activititilc sunt procesate in ordinea
descrescitoare a indicelui S;.

Aceastd aproximare favorizeaza evident apropierea dc marginile a. i b. de mai
sus. O argumentare neriguroasa este ilustrata pe figura 5.21. Blocurile 1,2,3 reprezinta,
respectiv, lucrari cu timp de procesare crescator, uniform si descrescdtor. Ele pot fi
cuplate mai economic, din punct de vedere al timpului de lucru total, in ordinea 1,2,3.

. limp
Numarid ; P 3
procesorud i AN '
N
1 Ordinea descrescatoare a 5.

//w

N

Ordinea crescdtoare a b,

Fig 5.21.

Rezultatele obtinute in urma compararii solutiilor obtinute cu ajutorul euristicii
propuse §i cele optimale arata cd diferenta timpilor de lucru este cel mult de 10% din
timpul optimal.

Rezultate mai bune se pot obtine considerand indiccic de inclinare ce utilizeaza
ponderi asociate timpilor de lucru pe procesoarc care sunt determinate prin metoda
celor mai mici patrate plecand de la o aproximare parabolica a timpilor in raport cu
indicele procesorului. Se obtine astfel pentru §, expresia urmitoare:

S, = §(6_} 6 (m+ 1)+ m+ 2y,

Avantajul impachetarii parabohce in ordinea descrescatoarc a valorilor §; este evident.

5.2.3.1.6. Planificarea pe procesoare cu viteze diferite

Punerea problemei. Se studiaza probicma procesarii a n  activitdfi
independente pc m procesoare de viteze diferite. Procescarcle sunt nepreferentiale, in
sensul cd nu existd notiunea de procesor rapid sau lent. B
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Un sistem de n activitdfi §i m procesoarc este o matrice naxm, notatd u, cu
elemente din multimea R"U{o}, pentru n,n>1, astfel incit pentru fiecare i existd un j
astfel incat (i )=, i=1,2,...,n. Valoarea u(i,) estc timpul consumat de activitatea i
pe procesorul j, pentru i=1,2,....n, j=1,2,...m. O functie de asignare A:{1,2,...,n}—{ 1,2,
...,m} satisface conditiille (i ,A(i))#c0, pentru i=1,2,....n. Functia s:{1,2,...n}—>R,
numita funcfie de start, satisface conditiile:

a. Pentru orice j = 1, 2, ..., m cel mult o activitate cste executatd la un moment
oarecare pe procesorul j.

b. Pentruoricej=1,2,..,m,daca0 <x < Z,-_.,,(,—):,-,u(i,,/') mdcar o activitate a fost
executata la momentul x pe procesorul ;.

Intuitiv, prima conditie exprima faptul ca toate activildtile asignate unui procesor
sunt executate secvential i a doua conditie previnc perioadelc neocupate pe procesori.

O activitate | este executatd pe procesorul j la momentul x dacd =A(i) si
s(H)<x<s(iy+14i, j). Timpul de incheiere al activitatii i este definit prin:

SU) = () + u(i, AWD).

Matricea i asociaza m durate posib.le pentru fiecare activitate. Cea mai bund
durata pentru activitatea i, notata b(i) este b(/) = min; {41, j)}. Eficienta procesorului j
pentru activitatea i este definita astfel: ef(s, j) = b(i) / 144, j). Timpul de incheiere a
unei asignari A. notat f{4) este definit de:

flA)= max 2, Mi)= /U("-J')~

I<j<m
Algoritmul descris in continuare genereaza o asignarc A si o functie de start s
pentru un sistem w de sarcini. in cadrul algoritmului sc construieste cite o listd
separatd a sarcinilor pentru fiecare procesor, in vederea rellectarii eficientei lui pentru
diferite activitdti. Daca un procesor nu este destul de clicient pentru urmatoarea
activitate din lista, atunci el este desactivat.

Algoritmul 5.14. (Asignare)
1. [Calcul b] Pentrui=1, 2, ..., n, se calculcazi (i) = miny (i, f).
[Calcul ¢f} Pentrui=1,2,..,n,j=1,2, ni, se calculeaza ef(i, j) = b(1) / p(i, ).
3. [Initializari] Pentru j=1,2,...,m se construieste o listd de sarcini i=1,2,...,n sortate
in ordine nedescrescdtoare a valonlor ef{i,j). Se facc sum=0, pentru j=1,2,...m
(sum; este timpul de incheiere pe procesorul j a activititilor atribuite pana la un
anumit moment). Se declard toate procesoarele ca fiind “active” si toate
activitatile ca “‘neasignate”.
[Terminare] Daca toate activitatile sunt asignatc, atunci STOP.
5. [Alegere proccsor] Se alege un procesor j astfel incat sum; este minima pentru
procesoarele active.
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6. [Alegere activitate] Se alege urmitoarea activilatc ncasignatd din “'sta j a
activitdfilor. Dacd nu mai exitd o astfel de activitatc sau daca ef(i, j) < 1/ Jm,
atunci se marcheaza j ca inactiv, altfel se defineste A(/) = j, se noteaza { ca fiind
asignatd, se defineste s(i) = sum; $i se face sum; = sum; + p(i, j).

7. [Ciclare] Se trece la pasul 4. ®

Se poate demonstra ci eficienfa algoritmului 5.14. cste data de relatia:
Sl4) 1 fiB) < 2.5 \m +1+1/(24m),

unde f{B) este timpul de incheiere a unui algoritm optimal.

In continuare vom prezenta alte variante imbunatatitc ale algoritmului 5.14.

Algoritmul 5.15. (Asignare imbunitatiti)

In pasul 3 al Algoritmului 5.14 se face precizarea ca, daci ef(i, j) = ef(k, j),
atunct 1 este procesata inainte de & daca u(i, j) > (£, j); restul ramane neschimbat. B

Se poate demonstra cd eficienta algoritmului 5.15. este data de relatia:

SA) ! fiB) < (1+V2m + 2417 {V8m).

Algoritmul 5.16. (Asignare performantd)

1. [Solutie initiald] Se determind o asignare 4, §i functia de start s utilizand
Algoritmul 5.14.

[Reformulare] Fie u activitatea cu ultim timp de start in s 51 U= {i: fi) > s(u)}.

3. [Optimizare] Se determind o asignare optimala pentru mulfimea U, considerata ca
sistem de activitdfi, incercdnd toate asignirile posibile. Se asigneaza fiecare
activitate din U procesorului ce i este atribuit in accastd asignare optimala,
activitatile din U fiind asignate a fi proccsate dupd activitatile ce nu apargin lui U
care au fost deja asignate. B

Se poate demonstra ca eficienta algoritmului 5.15. estc data de relatia:

SAY I fBY< 1.5 i+ 2+1/(2m).

Algoritmul 5.17. (Asignare cu subintervale)

Fie parametrul &1/m" pentru un » dat. In pasul 3 din Algoritmul 5.14. se
inlocuieste sortarea activitatilor dupa eficienti cu urmatorn pasi: Se imparte tervalul
[0,1] in & subintervale [0,1/v/m), [V//ni (1+0)Nm). j(1+8)m (1428)/m),
[(l+kb)/\/n—1,l), unde k z(\/r; / 6) =m"™" ? Sc considerd ficcare dintre eficiente ef{i)
drept un element al unui subinterval. Pentru fiecarc procesor f se sorteaza activititile
in ordinea necrescatoare a subintervalelor la care apartin. &

Se poate demonstra ci eficienta algoritimului 5.17. cstc data de relatia:

5-45 -
fA)/ fiB) < (M)\/Efl_—?+ N /n(l —5)
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O alta eunstica este data de algoritmul urmator:

Algoritmul 5.18. (Asignare eficient)

1. [Initializan] Se face sum; =0, pentru;=1.2. ... .msi S= 1,2, ..., n}.

2. [Terminare] Daca S = &, atunci STOP.

3. [Prelucrare] Se determinad un indice /i € S asifel incat min{sum; + (i, j)} <
< min;{sum; + p(i’, j)}, pentru toti i’ € S. Fie j astlcl incat sum; + 4(i, j) este
minimd. Se defineste A(i) = . Se face sum, = sum; + 1{i. )y si S = § - {i}.

4. [Ciclare] Se trece la pasul 2. 1

Ideea de baza a algoritmului 5.18. este urmatoarca. Dupa ce k activitati au fost
procesate, se incearcd procesarea incd a unei activititi 5i minimizarea timpului de
incheiere, pe calea alegerii activitdtii §i a procesorului cdruia ii este asignata.
Algoritmul se incheie dupa reluarea de » ori a pasulut 3.

Problema eficientei algoritmului 5.18. cste o problemi deschisa.

Mentiondm un algoritm foarte simplu carc. de iapt. generalizeaza algoritmii
precedenti la situatia in care exista o relatic dc¢ precedenti In acest caz un procesor
poate fi neocupat cat timp conditia de precedentd nu este satisfacuta. Timpul de
incheiere al unei procesari depinde in marec maswrd dc ordinca procesarii act tafilor.

Acest algoritm natv consta in asignarea [iccdret aclivitati unui procesor ce are
eficienfa | pentru activitatea considerata. Dcoarcce in accest caz general existd o
relatie de precedentd, unele procesoare pot fi (emporar neocupate, dar nu exista

momente la care oate procesoarele sa fic ncocupaic.
Se poate demonstra ca eficienta algoritmului preccdent este data de relagia:

AB)Y /! fid) < m.

5.2.3.2. Metode de planificare pe baza de listi

Deoarece existd situatii in carc timpii de exccutie ai activitdtilor nu sunt
cunoscuti dinainte. este motivata considerarca unui mod de planificare care foloseste
lista activitatilor si constrangerile la care sunt supusc acestea. O planificare pe bazi de
liste, notata prescurtat PL, se poate descric in fclul urmitor: De fiecare data cand un
procesor devine liber, se planifica la exccutic pe acest procesor prima activitate din
listd care nu a fost planificata si pentru care wti predecesorii au fost exeer i, daca
existd o astfel de activitate. Lista de actiyitati sc alcdtuiesie. de cele mai muite o, in
ordinea data de o lege de pricritate impusa de problema dawc

Exemplul 5.22. Sa consideram 9 activitdti cu umpii «dc cxecutie =3, h,=1;=1,=2,
ts= l=t;= 1,=4, (=9, activitatea | preccde pc 9 yi activiiaica 4 precede pe 5,6,7 si 8.
Considerand lista £=(1,2,3,4,5,6,7,8,9) se obtine. pentiu un sistem cu 3 procesoare,
planificarea din figura 5.22. de durata totald 12. &
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PIEE T8 e B R g e B
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Filte T ek T WO SRS
o1 2 3 4 5 o T & 9 (1l 12
Fig. 5.22

Planificarea LPT (vezi paragraful 1.1.2.3.1) cste un cuz particular de p. sgramare
pe bazi de listd, in care lista de prioritdfi estc datd de ordinca necrescétoare a timpilor
de executie.

Euristicile bazate pe programarea cu liste pot sd produca unele anomalii pe care
le vom exemplifica in continuare. Durata totald a unei planificirt depinde in cea mai
mare parte de numirul de procesori disponibili, de timpul de executie al fiecdrei

activitati, de constrangerile de precedenta si de prioritatilc atribuite activitatilor.

1
e =
l

Daca numarul procesoarelor creste, este de asteptat obtinerea unei solufii mai
bune. Exemplul urmator arata cé aceasta reguld nu se poatc aplica in toate cazurile.

Exemplul 5.23. Sa consideram datele din exemplul 5.22. cu singura deosebire
cd in loc de 3 procesori se pot folosi 4 procesori. Aplicarca euristicii pe bazi de listd
produce, in acest caz, planificarea din figura 5.23. dec durara totald 15, deci mai mare
decét cea din figura 5.22. pentru numai 3 proccscarc. B

N i T B R :
P 2 SoLa D T
LE 6
P4 4 7
AR EREEEE N

Fig. 23
Daca timpii de exccutie se micsoreazi, sc¢ astead obtinerea unei solutii mai
bune. Exemplul urmator aratd ca aceasta regula nu s¢ poate aplica in toate cazurile.
Exemplul 5.24. 5S4 consideram datele din cxemplul 5.22. cu singura deosebire
ca fiecare din timpii de executie se micsorcaza cu o uniiatc. Aplicarea euristicii pe
baza de lista produce, in acest caz, planificarea din ligurz 5.24. de durati totald 13,
deci mai marc decat cea din figura 5.22. cu timpi ai mari «Ic executie. B

28 O T I T
P21214 ) - e |
P3| 3

O 1 2 3 4 5 & T I 9 1. il 1213

Fig. 324
Daca sunt climinate unele dintre constrangerile de precedenta, este de agteptat
obtinerea unei solutii mai bune, multimea solutiiior posibile fiind mai numeroasa.

Exemplul urmitor aratd ca aceasta regula nu se poale apiica in toate cazurile.
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Exemplul 5.25. Sa considerdm datele din exemplu! 5.22. cu singura deosebire
cd activitatea 4 nu mai trebuie sd preceada activitatile > ;i 6. Aplicarea euristicii pe
bazi de lista produce, in acest caz, planificarea din figuri 5.25. de durata totald 16,
deci mai mare decat cea din figura 5.22. cu mai multe consirangeri. B

P1 N WORER TN T Y
pP2| 2 4 | 7 i ki
P3 —Z 3 JLecd . C R 5 S
0 1 2 3 4 5 6 7 & 5 ic 11 ' 13 14 15 16
Fig 5.25

Daca se fac unele modificari in lista care sc par ci aduc avantaje planificérilor,
este de asteptat obtinerea unei solutii mai bunc. Exempiul urmator arata ca aceasti
reguld nu se poate aplica in toate cazurile.

Exemplul 5.26. Sa considerdm datele din exempli! 5.22. cu singura deosebire
cd in loc de lista L se foloseste lista L'=(1,2,4.5,6,3.9,7.8). facind ca activitatea 3 care
nu mai are succesori sa fie de o prioritate mai micd .iccat activitatea 4 care are
succesori §i atribuind activitdtii 9 care arc v duratd mar: <ic executie o prioritate mai
mare, sugeratd de LPT. Aplicarea euristicii pe baza dc !istd produce, in acest caz,
planificarea din figura 5.26. de durata totald 14, deci mai mare decit cea din figura
5.22. care pare sa se faca folosind o lista mai putin cficionti. @

P1 TN 9 [
Pzl 2 5 7 '
P3| A 9 L S S
0O 1 2 3 4 5 & T T % Q113 14
Fiz 3.20.

5.2.3.2.1. Margini pentru anomaliile din: imulii:rocesare

Fie date m procesoare P, j =1, ..., m. si o multime dc activitdti 4 = {1, ..., n} ce
urmeaza a fi atribuite procesoarelor P;, timpul dc procesarc al sarcinii 7 fiind £,
Algoritmul 5.19. (Programare curistics)
1. [Problema redusi] Se determina o solutic optimald puntru un numar & > 0 dintre
sarcinile cu cei mai mari timpi de proccsare. sofutia vintinutd fiind o lista L.
2. [Completare] Se adauga la lista L. fotr-¢ ordine arbitrard, cele n - k sarcini
ramase, noua lista obtinuta fiind notata Lik).
Sistemul multiprocesor are urmatorui mod de pocare. Dacd un pre sor P; a
terminat de procesat o sarcina, el cautd o nouit sarcing i+ hsta L. Daca o astfel de
sarcind nu exista, atunci P, rimane neocupal pani o ur .0 mocesor P devine liber.
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Teorema 5.17. Fie axk) timpul de incheiere al procesirii listei L(k) dati de
algoritmul 5.20. si ay timpul optimal necesar procesarii multimii 4; atunci are loc

urmitoarea inegalitate:

alk) 1-1/m
a 1Tk m

unde cu [-] este notatd partea intreagd superioard a unui numdr real. Aceasta margine

este cea mai bund pentru k£ = 0 (mod n).

Demonstratie. Fie @y solutia optimala furnizati de primul pas al alg~:itmului.
Daca w(k)=axy, atunci aXk)=ax §i teorema este verificatd. Sa presupunem ca a(k)>awx
si r>k. Fie t‘=max,,+|5,-5,,{t,-}. fn virtutea definitiei lui £ §i a modului de operare a
sistemului multiprocesor, rezultd ca nici un procesor nu poate fi neocupat inaintea
timpului (k) - . Rezulti ci:

>, >m(alk)-1')+
. . =l

§i prin urmare:

%z#it,.zm(k)—(’"—,;—l) £ (5.14)

i=1
Exista cel putin & + 1 sarcini 4; ce au o durati de cel putin ¢". Prin urmare, un anumit
procesor executd mécar | + [k/ m] dintre aceste sarcini /ungi. Rezulta ci:

a 2(1 + [ﬁ]) ‘. (5.15)
Din (5.14) si (5.15) se obtine:
=1} -1 1
m(k)swo+(”’m )t s‘uo(n’"m '1+[k/m])’

adicd marginea enuntata in teorema.
Pentru a demonstra ca aceastd margine este cea mai buni posibila, pentru

k = 0 (mod n), fie urmitorul exemplu. Se defineste ¢, pentru 1 <i<k+1+m(m- 1),
in felul urmator:
_Im, pentrul <i<k+],
i=|1, pentruk+2<i<k+1+m(m-1).
Pentru aceste sarcini §i lista L(k) = (4y, ..., Ak, Aks2, s Aisrsmm1), Ars1), se obtine
afk) = k+ 2m - 1. Deoarece ay = k + m, se obtine:
k) _k+2m=1_; m-1_| d-U/m_, 1=1/m_

w  k+m k+m l+k/m™" " 1+[k/m’
Cu aceasta demonstratia teoremei este incheiata. B
Cazuri particulare. Pentru k= 0:
A0, L -~
ay m

Pentru k= 2m:
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m(zm)_l 1-1/m__4 1

<l+ =& 4.
@y 1+[2m/ml — 3 3m
Un alt caz particular este acela in care cele mai lungi k = m sarcini sunt alocate cite

una fiecirui procesor, ceea ce furnizeaza o solutie optimala pentru ay. Daci cele n - m
sarcini ramase sunt alese arbitrar, rezulta ca:
om 31
@ ~ 2 2m’
Exemplul 5.27. Pentru n = 13, k= 6, m = 3 i timpii de procesare:

_J3 pentrul<i<7, _ 1-1/m _,. 1-1/3_11
i‘{l,pentru8$i$13,m(k)/ab—l+1+[k/m]_1+ a

1+2 — 9~
Solutia furnizata de algoritm §i cea optimala sunt date in figura 5.27. B

P 1 4 g[uuf 7 E A 1 4 7

P2 2 S 9 [12[F = D) 2 5 . |8][|10]12

P3 3 6 10|13 [ D 3 6 9 [11]13
61 2 3 45 6 7 8 91011 01 2 3 456 7 829

Fig. 5.27.

O margine a efectelor date de anomaliile euristicilor bazate pe liste este data in
urmatoarea teorema.

Teorema 5.18. Fie un sistem S de n activititi care trebuie planificate pe m
procesori, cu timpii de executie #,,4,...,1,, cu lista L si relatia de precedenta p. Fie un
alt sistem S° cu n activitifi care trebuie planificate pe m’ procesori, cu timpii de
executie p,ps,...,.Pn, cu lista L’ si relatia de precedentd p’. S3 presupunem cad pi<t;,
pentru i=1,2,....n, p‘cp, timpul de planificare pe bazi de listi a lui S este ¢ 5i cel al lui S
este (‘. Atunci are loc relatia:

Loppm=l
t m
O demonstratie a acestei teoreme se poate gisi in [BAS89]. B

Faptul cd nu se poate determina o margine mai bund se poate vedea din
exemplul urmator.
timpii t=1, pentru i=1,2,...,m-1, t=m-1, pentru i=m,m+1,...,2m-2 §i t,,,,=m care trebu-
iesc planificate pe m procesoare. Aplicind algoritmul de planificare pe baza de listd
pentru lista L=(1,2,...,m-1,2m-1,m,m+1,...,2m-2) se obtine planificarea din figura
5.28.a) de durati totala m, fiind planificarea optimald. Dacéd se foloseste drept listd
L'=(1,mm+1,...2m-2,2.3,....m-1,2m-1), algoritmul de programare pe baza de liatj da
planificarea din figura 5.28.b) de durati 2m-1. Cum raportul celor doud durate este
2mm—1 4 m"—'l

, rezulta ci marginea din teorema 5.18. este cea mai buna posibild. B
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P11 m Prf1]2] . [|mt 2m-1 [
P21 2 m+1 P2 m
Pmdlml|  2m-2 Pmi 2m-3
Pm 2m-1 Pm 2m-2
01 2 m 0 1 2 m-1 2m-1
a) b)
Fig. 5.28.

Se poate vedea ci rezultatul din teorema 5.17 este un caz particuluar al
rezultatului din teorema 5.18.

5.2.3.2.2. Activitati cu timpi egali §i precedente tip antiarborescenfe

Fie un sistem 4 de n activitdti cu timpi de executie egali, pentru care :¢latia de
precedenti corespunde unui graf de tip antiarborescenti. Vom considera, firi a
micsora din generalitate, ca unitatea de timp este timpul de executie a unei activitati

Vom spune ci o activitate este terminald daci nu are succesori. Numim nivelul
unui nod lungimea maxima a unui drum de la nodul respectiv la un nod terminal.

Se poate construi o listd cu nodurile in ordinea necrescitoare a nivelurilor
nodurilor aplicdnd urmatorul algoritm.

Algoritmul 5.20. (Ordonare pe nivele)
1. [Initializéri] Se face R={1,2, ..,n} sik=n+1I.
2. [Terminare] Dacd R nu contine noduri terminale, atunci STOP. (Daca R « O,
graful contine cel putin un ciclu st deci nu se poate face planificarea).
3. [Alegere] Se alege o activitate terminala / din R.
4. [Adiugare la listd] Se face k = k - 1, se pune activitatea i pe locul k in lista L, se
elimind / din R si arcele care intra in i.
5. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B
Complexitatea algoritmului este O(n).
Cu lista generati de algoritmul 5.20. se obtine o planificare a activitafilor
aplicand algoritmul urmator.

Algoritmul 5.21. (Planificare antiarborescenti)

Cand un procesor devine liber, se programeaza pe el prima activitate din lista
care nu a fost programata si pentru care toti predecesorii directi au fost executati. B

Demonstratia faptului cé@ algoritmul 5.21. construieste o solutie optima poate fi
gisiti in [BAS89).
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5.2.3.2.3. Euristici bazate pe nivelurile nodurilor

Consideram un sistem cu n activititi supuse la o relatie de precedenta oarecare,
activitatea i avind timpul de executie ¢;.

Definim nivelul unui nod , notat niv(i), in modul urmaétor: dacid i/ este nod
terminal, adica farad succeson, atunci niv(i)=t;, altfel niv(i)) =, + jnel% niv(y), unde S(i)

este multimea succesorilor directi ai lui i.

Algoritmul 5.22. (Programare pe nivele)

Cénd un procesor devine liber, se programeazi pe el o activitate de nivel
maxim dintre activitifile care nu au fost programate §i pentru care tofi predecesorii
directi au fost executati. B

In cazul in care existd mai multe activititi cu acelasi nivel se pot aplica diferite
euristici de alegere cum ar fi:

e Se prefera o activitate de timp de executie cat mai mare.
e Se prefera o activitate de timp de executie cit mai mic.
e Se preferi o activitate cu ciat mai multi succesori directi.
e Se alege la intdmplare oricare dintre ele.

Se pot da exemple prin care se arata ca aceste euristici nu sunt comparabile.

Algoritmul 5.22. este de tip programare pe baza de lista daca lista se alcatuiegte
in ordinea descrescitoare a nivelului asociat fiecdrui nod, eventual {indnd seama de
euristica mentionata in cazul cand existd noduri cu acelasi nivel.

5.2.3.2.4. Programare optimala pentru doi procesori §i timpi egali

Pentru cazul utilizérii a doi procesori pentru programarea a n activitai cu timpi
de executie egali se poate construi o numerotare a activitatilor care permite obtinerea
unei programari optimale. Numerotarea nodurilor se face aplicand algoritmul urmator.

Algoritmul 5.23. (numerotare)

1. [Initializan] Se eticheteaza toate activititile terminale cu A (cuvantul vid) si se
face k= 0.

2. [Terminare] Dacéd nu sunt noduri etichetate §i nenumerotate, atunci STOP. (Daca
au rimas noduri nenumerotate, atunci graful asociat confine cel putin un ciclu).

3. [Alegere] Se determina o activitate i etichetata si nenumerotatd care are eticheta
cea mai mica in raport cu ordinea lexicografica dintre toate nodurile de acest tip.

Daca sunt mai multe activitdfi cu aceeasi etichetd minima se ia oricare dintre ele.
4. [Numerotare] Se face k= k+ 1 si se numeroteaza activitatea i cu valoarea k.
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5. [Etichetare] Fiecare dintre predecesorii directi ai lui i care are tofi succesorii
numerotati se eticheteazd cu sirul numerelor asociate succesorilor lui directi in

ordine descrescatoare.
6. [Ciclare] Se merge la pasul 2. ®

Exemplul 5.29. Aplicand algoritmul 5.23. pentru sistemul cu 13 activitifi avand
graful de precedenti din figura 5.29., mai intdi se eticheteaza activitdtile 1 i 3 cu ().
Se numeroteazi activitatea 1 cu 1 §i se eticheteaza activititile 2 gi 5 cu (1). Se
numeroteaza activitatea 3 cu 2 si se eticheteazi activitatea 4 cu (2). Se numeroteazi
activitatea 5 cu 3 i nu se fac etichetiri. Se numeroteazi activitatea 2 cu 4 §i nu se fac
etichetdri. Se numeroteazi activitatea 4 cu 5 si se eticheteaza activitdtile 7 cu (5,4,3)
si 6 cu (5,4). Se numeroteazi activitatea 6 cu 6 si nu se fac etichetiri. Se numeroteaza
activitatea 7 cu 7 si se eticheteaza activitatile 8 cu (7) si 9 cu (7,6). Analog se
numeroteaza §i activititile celelalte dupa ce au fost etichetate activitatile 10 cu (9,8),
11 cu (10), 12 cu (10) si 13 cu (10,6). Numerotarea obtinuti este data in tabelul 5.6. i

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ] 11 | 12 |13
numar 1 4 2 5 3 6 7 8 9 10 ] 11 | 12 }13
Tabelul 5.6.

Lista se constituie ludnd activitdtile in ordinea descrescatoare a numerelor
asociate. Aplicind algoritmul de programare utilizind aceasta listd se obtine solutia
optimi. Pentru demonstrarea acestei proprietati a se vedea [BAS89].

Exemplul 5.30. Cu datele din exemplul 5.29., aplicind algoritmul de
programare prin liste se obfine solutia din figura 5.30. de timp total 8. &

Pilia|nfo]s|(7|14(5]1

P21z .18 1243

01 2 3 45 6 7 8
Fig. 5.30.

Prin relaxarea unor conditii se obtin din algoritmul precedent diferite euristici.
Astfel planificarea pe un numir de m > 2 procesoare poate sd nu genereze solutia
optimala, dupa cum se vede din exemplul urmator.
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Exemplul 5.31. Pentru sistemul cu 12 activitdfi cu timpi de executie egali, cu
graful de precedenta din figura 5.31.a) (numerele de pe figurd corespund celor
obtinute prin algoritmul de numerotare), planificate pe 3 procesoare, aplicind
algoritmul de planificare pe baza de liste se obtine planificarea din figura 5.31.b) de
timp total 5. O planificare optimala este data in figura 5.31.c) fiind de timp t- al 4. ®

Un alt mod de relaxare prin care se obtine o euristicd este cazul unor timpi
diferiti. Din exemplul urmator se vede ca nu se determind mereu solutia optimala.

Exemplul 5.32. Pentru sistemul cu 5 activititi cu timpi de executie {,=t,=t,=ts=1
si 1,=2, cu graful de precedentd din figura 5.32.a) (numerele de pe figurd corespund
celor obtinute prin algoritmul de numerotare), planificate pe 2 procesoare, aplicind
algoritmul de planificare pe baza de liste se obtine planificarea din figura 5.32.b) de
timp total 4. O planificare optimald este datid in figura 5.32.c) fiind de timp total 3. &

5.3. Metode nepolinomiale de programarea activitatilor

In acest paragraf vom trata unele din metodele nepolinomiale de programarea
activitafilor. Am considerat metodele acestea impartite pe doud tipuri: metode bazate
pe programarea dinamica §i metode arborescente.

5.3.1. Algoritmi bazati pe programarea dinamica

O prima clasid de metode de programare nepolinomiald se bazeazd pe metoda
programirii dinamice. Aceasta metoda permite determinarea solutiei optimale.
Vom trata doud cazuri §i anume tratarea prin programare dinamici a sistemelor cu
activitati independente §i cea a activititilor dependente. '
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5.3.1.1. Programarea activitatilor independente

Se considerd un sistem A cu n activititi independente de durate ,,5,...,t,,
disponibile la momentul 0, care trebuie s fie planificate pe un procesor. Se considera
functiile 3: R — R”, care sunt functii cost crescitoare, y(f) este costul ca activitatea i
sd se termine la momentul ¢. Dintre planificérile posibile, se cauti o planificare care
minimizeaza expresia '_5 y,.(c,.) , unde ¢; este momentul in care se termina activitatea i

in planificarea considerata.

In termeni de programare dinamici, problema precedenti se enunti astfel:
starea la momentul k este x(k)cA, cu x(0)=J §i x(n)=A4; A(x,k}=A-x, ri(xu)=y(t:+t.),
unde ue A(x,k) si t,=i£t,- daca x=O, altfel £,=0. Drept criteriu se poate Iua J=Zrk(x, u).

Un exemplu de functii y; este: y(f)=w; daca t<d,, altfel y(¢)=0, unde w; este profitul
obtinut dacd activitatea / nu intarzie.

Solutionarea se poate face prin recurenfa inapoi sau prin recurenta inainte.
In recurenta inapoi se calculeazi-functia /* definita astfel:

fA4,n)=0,f(x, k= 121}3(1{7“(& + tu) + f.(xu{u},k + l)}
Analog, in recurenta inainte se calculeazi functia g definita astfel:

g'(@,00=0,g'(x, k) = maxly,{t,) + g (x - tu). k- 1)}

Complexitatea acestor metode de solutionare este O(n 2™").

! 1 2 3 4

L 6 8 10 7

d; 9 14 16 16

w; 5 3 4 2
Tabelul 5.7.

de executie 1, termenele de predare d; si profiturile w; date in tabelul 5.7. In tabelul 5.8.
sunt sintetizate calculele pentru recurenta inapoi. Liniile, in afara de prima, corespund
valorilor posibile pentru x(k) mentionate in prima coloand §i coloanele reprezinta
valorile calculate pentru aflarea lui /°, cu mentionarea celor doi termeni din formula
data, la diferitele alegeri pentru u. Se marcheaza cu X combinatiile care nu sunt
valide. Penultima coloani este valoarea calculati pentru /* si ultima coloani indici
valorile lui u pentru care se obtine valoarea lui . Solutiile se obfin astfel: din tabelul
5.8.d) rezultd o singurd posibilitate pentru planificare §i anume activitatca 1; din
tabelul 5.8.c), pentru multimea {1}, se afld o singura alegere i anume activitatea 3
este a doua planificatd; din tabelul 5.8.b), pentru multimea {1,3}, sunt posibile doud

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



254 Algoritmi euristici

alegeri §i anume activitatile 2 i 4 pentru a le planifica pe al treilea loc; daca se alege 2,
din tabelul 5.8.a) urmeaza 4, obtinand solutia (1,3,2,4), si dacé se alege 4, din tabelul
5.8.a) urmeazi 2, obtindnd solutia (1,3,4,2), ambele solufii obfinute fiind optime,
de valoare 9.

fn mod analog, se pot face calculele pentru recurenta inainte. Aceste calcule
sunt sintetizate in tabelul 5.9. Solutiile se obtin la fel ca mai sus, doar ca parcurgerea
programdrilor se face de la sfarsit citre inceput. @

x(3) \ u(3) 1 2 3 4 fx3) | vx3)
{1,2,3} X X X 0+0 0o | 4
{1,2, 4} X X 0+0 X 0 3
(1,3, 4} X 0+0 X X 0 2
(2,3, 4} 0+0 X X X 0 1

a)k=3.

x(2) \ u(2) 1 2 3 4 2 | vx, 2)
{1, 2} X X 0+0 040 0 3,4
{1, 3) X 0+0 X 0+0 0 2,4
{1,4) X 0+0 0+0 X 0 2,3
(2,3) 0+0 X X 0+0 0 2,3
(2,4} 0+0 X 0+0 X 0 1,3
{3, 4} 0+0 0+0 X X 0 1,2

b) k=2.

x(1) \ u(1) 1 2 3 4 o) | v D
{1} X 340 4+0 240 4 3
(2} 0+0 X 0+0 2+0 2 4
(3} 0+0 0+0 X 0+0 0 1,2,4
{4} 0+0 0+0 0+0 X 0. 1,2,3

c)k=1.

x(0) \ u(0) ] 2 3 4 fx,0) | wx, 0)
%) 5+4 3+2 4+0 2+0 9 1

d) k=0.
Tabelul 5.8.

Se poate obtine un algoritm mai eficace bazat pe urmitoarea proprietate.

Teorema 5.19. Existi o planificare optimala astfel incat activititile terminate la
termenele fixate sd se execute inainte de cele intarziate §i in ordinea termenelor
de predare. B

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Planificarea activitatilor 255

x(1) \ u(1) 1 2 3 4 gx, 1) | wx, 1)
{1} 5 X X X 5 1
{2} X 3 X X 3 2
{3} X X 4 X 4 3
{4} X X X 2 2 4

a)k=1.

x(2) \ u(2) | 2 3 4 g(x,2) | wx,?2)
{1, 2} 0+3 3+5 X X 8 2
{1, 3} 0+4 X 4+5 X 9 3
{1,4} 0+2 X X 2+5 7 4
(2,3} X 0+4 0+3 X 4 2
(2,4} X 0+2 X 2+3 5 4
(3,4} X X 0+2 0+4 4 4

b) k=2.

x(3) \ u(3) 1 2 3 4 g(x3) | wx,3)
{1,2,3} 0+4 0+9 0+8 X 9. 2
{1,2, 4} 0+5 0+7 X 0+38 8 4
{1,3, 4} 0+4 X 0+7 0+9 9 4
{2,3,4) X 0+4 0+5 0+4 5 3

c)k=3.

x(4) \ u(4) 1 2 3 4 f(x,4) | wix,4)
{1,2,3,4} 0+5 0+9 0+8 0+9 9 2,4
d) k= 4.

Tabelul 5.9.

O multime de activititi cu terminare in termenele fixate ale unei solufii
optimale se numeste mulfime dominantd. Pentru o multime x vom nota #(xi = Xy, si
IEX

wix) = Zw,.. Are loc urmatoarea proprietate.
iex

Teorema 5.20. Daca y,, y, < {1, 2, ..., i}, t_(y,) > tTyz) Siw )’1) < v_v(yz), atunci
orice solutie x; care restrictionatd la {1, 2, ..., i} furnizeaza drept rezultat pe y, este
dominata de o solutie x;, pentru care y, < x,. B

Algoritmul 5.24. (Programare dinamic3)

O stare x(¢) corespunde la o submultime din {1, 2, ..., i} nedominata de o stare a
etapei i deja calculata cu algoritmul de activititi la termen. Se considerd x(0) = & si
starea finald necunoscuta. Multimea deciziilor A(x, i) se defineste astfel: dacd are loc
inegalitatea f(x) + t;, < d;, atunci se face A(x, i) = {uy, u,}, altfel se face A(x, i) = u, §i
glx, up, ) =x v {i+ 1}, g(x, uy, {) = x. Criteriul de evaluare este wx(n).m
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Complexitatea algoritmului este O(n M), unde M = min(#(4), w(A4) ).

Exemplul 5.34. Cu datele din exemplul 5.33., se obfin succesiv mulfimile
X={F}, X={D,{1}}, X~={J,{1},{1,2}}, X={D,{1},{1,2},{1,3}}, X~{D,{1},
{1,2},{1,3},{1,4}}. Dintre variantele gasite, cea de profit maxim este {1,3}, care
conduce la cele doui solutii (1,3,2,4) 5i (1,3,4,2) de profit 9. m

5.3.1.2. Programarea activititilor dependente

Pentru rezolvarea problemei in cazul activitifilor dependente prin programare
dinamicd se poate adapta algoritmul recursiv fnainte sub forma urmitoare. In acest
algoritm se considerd mulfime inifiala multimea nodurilor fara predecesori si mulfime
terminala, notata s(x), multimea activitatilor din x fara succesori.

Algoritmul 5.25. (Programare dinamic3)
1. [Initializiri] Se face /'(@, 0)=0si k=0.
[Terminare] Daci toate valorile lui f au fost calculate, atunci STOP.
3. [Calcul] Pentru un x §i un k pentru care se pot defini elementele de calcul se face:

S k)= min {7t + /(- {u}, k- D}
4. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B

5.3.2. Metode arborescente

5.3.2.1. Minimizarea sumei intarzierilor

Punerea problemei. Fiind datd multimea 4={1,2,...,n} de activitafi indepen-
dente cu duratele de executie ¢,1,...,t, §i termenele limitd de predare d,,d,,...,d,, s se
determine ordinea de planificare a acestor activitdti pe un procesor astfel incat si se

minimizeze iT, cu T=max{0,c~d;}, unde c; este momentul termindrii activititii / in
i=l

planificarea data. B

Folosirea metodei arborescente pentru rezolvarea acestei probleme se bazeaza
pe urmatoarele proprietati:

Teorema 5.21. Pentru orice submultime B={i},i5,...,i,} de activititi ale nodului S,
care sunt programate in ordinea o =(i,,i,.;,...,{|), aceste activititi sunt terminate cel mai

LC =¢, —t A

ir Irel Ire)

tarziu la momentele: ¢; = ﬁti, Ci =¢ — ..
I 2 1 |

Teorema 5.22. In aceleasi conditii ca la teorema 5.21. valoarea:
F(o)= imax(c,. —d, 0)
J=1 J 7

este o evaluare prin lipsa a sumei intarzierilor. B
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Teorema 5.23. (de dominanti) Fie S, un nod al arborescentei §i B mulfimea

activititilor acestui nod. Daci existd k ¢ B astfel incit d, > X 1;, atunci se poate
ieA-B

inlocui S, cu S;,. B
Teorema 5.24. (de dominanta) Fie S(,l cu activititile B, si Sorz cu activitdtile B,

doud noduri ale arborescentei astfel incit B, ¢ B, si F(o) < F(oy); atunci se poate
elimina nodul Sa, .m

Algoritmul de determinare a unei solutii optimale este urmatorul:

Algoritmul 5.26. (Optimal)
1. [Initializari] Se considera radicina arboresceniei corespunzitoare succesiunii vide
o= (), se face f =+ §i F(0)=0.
2. [Terminare] Dacd toate nodurile neeliminate au fost expandate, atunci STOP.
Daca f #+o0, atunci aceasta este valoarea optimala; altfel problema nu are solutie.
3. [Alegere] Se alege un nod S, de valoare F(o) cit mai micid dintre nodurile
neeliminate §1 neexpandate; dacd sunt mai multe cu aceeasi valoare, se preferd un
nod cu cat mai multe activitafi.
[Expandare] Se expandeazi nodul S, introducand nodurile S;,, pentru orice k¢ o.
5. [Extindere] Pentru fiecare nod nou introdus S, si orice k ¢ o astfel incat

d> X 1 seinlocuieste S, cu Sy
ied-o’

6. [Evaluare] Se evalueazi valorile corespunzitoare noilor nodun introduse folosind
formulele din teoremele 5.21. si 5.22.
7. [Ajustare] Dacd pentru un nod terminal nou, care contine toate activilitile,
valoarea calculatia F(o) este mai micéd decat f, atunci se face f = F(o).
8. [Eliminare] Se elimini nodurile care au valoare mai mare sau egald cu ~} sau cele
pentru care existd o supramultime de valoare cel mult valoarea nodului respectiv
(conform teoremei 5.24).
9. [Ciclare] Se trece la pasul 2. ®
Exemplul 5.35. Fie 4 = {1,2,3,4,5} cu timpii de executie ¢,=4, 1,=3, HL,=7, 1,=2,
15=2 si termenele de predare d,=5, d,=6, d:=8, d;=8 §i ds=17. Se pleaca de la ridicina S,
de valoare 0 si cu f =t+o. Se alege pentru expandare nodul S, obfinadndu-se noile
noduri S,,5,,53,54 5t Ss. Pasul 5 permite inlocuirea primelor patru noduri respectiv prin
Ss1,952,953 §1 Ss4. Prin evaluare se obtin urmatoarele: F(51)=13, F(52)=12, F(53)=10,
F(54)=10 51 F(5)=1. Nu se poate aplica o ajustare si nici elimindri de noduri. Se alege
pentru expandare nodul Ss §i se adauga noile noduri S5,S;5,535 §i Sys care prin evaluan
dau valorile: F(15)=12, F(25)=11, F(35)=9 si F(45)=9. Aceste valori duc Ia
eliminarea nodurilor Ss),S5,553 §i Ssa. In continuare se pot expanda oricare din
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nodurile S;s 51 Sy5. Se alege Sys §i se introduc noile noduri S)45,545 §1 Sass, cu valorile
corespunzitoare F(145)=18, F(245)=17 si F(345)=15. Se alege apoi S35 pentru
expandare §i se introduc noile noduri 35,535 §i S35, cu valorile corespunzitoare
F(135)=13, F(235)=12 s1 F(435)=10. Se elimind nodul Siss. Se alege S35 pentru
expandare si se introduc noile noduri S)435 §1 Sa43s §i se pot inlocui cu Sy)435 $1 S)2435 Cu
valorile corespunzitoare F(21435)=12 si F(12435)=11. Se elimini nodurile S)45,S54s,
Si135,5215 §1 Sy1435. Se face f =11 si algoritmul se termind deoarece nu mai sunt noduri
neeliminate care pot si fie expandate. Valoarea optimala este 11 §i corespunde progra-
marii (12435). Din cele 206 noduri posibil de expandat, au fost expandate numai 5.1

5.3.2.2. Minimizare durata totala pentru activititi cu timp de latenta

Punerea problemei. Se considerd mulfimea 4 = {1, 2, ..., n} de activitati
independente cu duratele de executie ¢), t,, ..., {,, cu momentele de disponibilitate
ry, ra, ..., ry §i duratele de latenta, adica timpul de executie a diferitelor operatii ce se
fac dupa terminarea executiei unet activitati pe procesor, g, qa, ..., g»- S€ cere si se
determine o planificare a activitifilor pe un procesor astfel incat si se minimizeze
1}15)( (s; + & + g,), unde s, este momentul de incepere a executiei activititii i. B

O evaluare prin lipsa a duratei optimale este dati de expresia:
h(B)=minr, + 2 t,+ ming,
&) oy ROy Sy
pentru orice B C A.

In algoritmul urmitor notim cu U multimea activititilor planificate §i cu U
multimea activitdlilor neplanificate la un moment dat. Se considerd doud activitati
fictive, O activitatea de inceput, care precede toate activititile din 4 si n + 1 activitatea
finald, care succede la toate activitilile din 4. La terminarea algoritmului, s,.,
reprezinta timpul total de programare.

Algoritmul 5.27. (Jackson)
I. [Initializari] Se face s4 =0, = ie./? r, U= si U =4A.
2. [Terminare] Daca U = O, atunci se face s,., = ?éa,)q( (s:+ 4+ ¢q) 51 STOP.
3. [Ajustare] Se face t = max {¢, ?glgri}.
4. [Alegere] Se alege din U o activitate i disponibild la momentul ¢, adici pentru
care r; < t, §i care are pentru g; o valoare cit mai mare posibil.
5. [Modificari] Se face U= U U {i}, U =U - {i},si=tsit=t+1,.
6. [Ciclare] Se trece la pasul 2. 1
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Exemplul 5.36. Fie un sistem cu n=7 activitdti ale caror date sunt mep:ionate in
tabelul 5.10. Aplicind algoritmul se obtine succesiv s;=ss=0, 5,=10, 5,=15, 57=21,
54=28, 55=32, 5;=35, 54=53. Un drum critic in graful asociat acestui sistem de activitati
este (0,1,2,3,4,8) de valoare 53. 1

L 1 2 3 4 5 6 7
ti 10 13 11 20 30 0 30
L 5 6 7 4 6 2
qi 26 24 21 17 0

Tabelul 5.10.

Fie multimea 4 = {1,2,...,n}, unde activititile sunt numerotate in ordinea data
de algoritmul precedent. Vom spune ca / este activitate pivot initiala daca este de
numair maxim dintre activitatile ce apartin unui drum critic; analog spunem cé 4 este
activitate pivot terminald daci este de numar minim dintre activititile ce apartin
drumului critic (0,...,/,n+1). Vom spune cd ¢ este activitate critica daca este 1e numar
maxim pe drumul (4,...,/) pentru care g.<q, Daca nu exista o astfel de activitate, se ia
prin definitie c=h-1. Se defineste mulfimea critica mulfimea J={c+1,c+2,...,/} de pe
drumul critic.

Teorema 5.25. (fundamentald) Diferenta intre durata optimald §5i durata
obtinutd prin aplicarea algoritmului lui Jackson este majoratd de durata maxima de
executie a unei activititi. Mai precis, dacéd solutia datd de algoritmul lui Jackson nu
este optimala, atunci h(J) > [ - t.; altfel, f = h(J). ®

Se poate obfine eventual o solufie mai buni daci se pleaci de la solufia
obtinutd aplicand algoritmul Iui Jackson si se muta ¢ dupé /. Apoi se alege dintre cele
doui solutit cea mai buna.

Daci se considera o estimare prin adaus f a valorii optimale, se pot determina

solutii mai bune daci se aplicd urmitoarele propnetiti, in care am notat cu:
K={keA-J|t> [ -t}

Teorema 5.26. Daci existd k € K astfel incat r, + ¢ + ,_EZJ L +q 2 f, atunci,
pentru o solutie de duratd mai mica decat f , activitatea & se va executa dupa toate
activitatile din J si deci se poate pune r, = max (ry, I;I;.l‘}] n+ '_EZJ ).

Teorema 5.27. Dac existd k € K astfel incit minr +, + ,_EZJ L+q 2 f,
atunci, pentru o solutie de duratd mai mica decat f , activitatea k se va executa inainte

de toate activitatile din J si deci se poate pune ¢, = max (q, mi}] g+ Zj ).m
i€ ie
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Pentru aplicarea metodei arborescente la rezolvarea problemei, nodurile sunt
descrise prin tripletele (»;,t;,g;) si se determina o evaluare prin lipsd g(S) a problemei
de rezolvat care poate fi determinatd de exemplu prin rezolvarea problemei : reemtive
corespunzitoare. Se mai poate utiliza drept evaluare 4(J). In algoritm se alege un nod S
terminal cu g(S) minim §i se aplicd pentru el algoritmul Jackson. Se calculeaza c si J
si dacd valoarea programairii este f;= f , atunct se elimind nodul S, altfel se
construieste solutia cu ¢ dupad J de valoare f, si daca fi< _f , atunci se face f' =f).
Se face apoi separarea lui S in doud probleme: una cu ¢ inainte de J in care se

considerd g =max(q,, 2. ;+q;) §i una cu ¢ dupd J in care rc=max(rc,miJn g;+ 2 t).
ieJ ie ieJ

Algoritmul de tip metoda arborescenti construit conform procedeului descris anterior
are urmdtoarea structura.

Algoritmul 5.28. (Metoda arborescents)

1. [Initializare] Se face f = +oo §i se considerd arborescenta cu un nod ce
corespunde problemei de rezolvat.

2. [Terminare] Daca toate nodurile au fost eliminate, atunci STOP.

3. [Alegere] Se determind un nod terminal S de cea mai mica evaluare prin lipsa g(S).
Daca g($5) = f , atunci se elimina toate nodurile arborescentei si STOP.

4. [Algoritm Jackson] Se aplicd algoritmul lui Jackson pentru problema asociata lui S
s1 se calculeaza c, J si valoarea f;.

5. [Ajustare] Daci f;< f , se scrie solutia gasita, se face f =fy §i se trece la pasul 2.
[Eliminare] Dacd ¢ = h - 1, atunci se elimind nodul S i se trece la pasul 2.

7. [Solutie cu ¢ dupa J] Se construiegte solutia cu ¢ dupa J de durata f,. Daci f; < f ,
atunci se scrie solutia si se face f = /1.

8. [Succesor inainte] Se construieste succesorul S, al lui § asociat problemei inainte
recopiind datele lui S, apoi se modificd ¢.. Se calculeaza g(S;) aplicind un
algoritm cu preemjiune. Daca g(S§)) > f , atunci se elimina S;.

9. [Succesor dupd] Se construieste succesorul S, al lui S asociat problemei inapoi
recopiind datele lui S, apoi se modificd r.. Se calculeaza g(S,) aplicand un
algoritm cu preemtiune. Daca g(5;) = /. atunci se elimina S,.

10. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B

Exemplul 5.37. Cu datele din exemplul 5.36., prin aplicarea algoritmului bazat pe
metoda arborescenta se obtine mai intdi A(J)=53, c=1 1 J={2,3,4}. Deoarece pentru ¢
inainte de J se obtine A(JU{1})=53, nu se mai introduce nodul §;. Deci ¢ se executa
dupi J, se pune =28 si se introduce nodul S,. Se aplici apoi algoritmul lui Jackson

pentru problema obtinuta si se gaseste valoarea 50. Cu ¢ dupa J se obtine valoarea 51,

deci valoarea optimala este 50 si corespunde la succesiunea (6,3,2,4,1,5,7).
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5.4. Alti algoritmi aproximativi pentru programarea
activitatilor

5.4.1. Planificarea activititilor pe procesoare distincte

Punerea problemei. Se studiazd problema planificdrii a n activitdti pe m
procesoare intr-o ordine comuna. B

Problema este NP-completd chiar si in cazul unui singur procesor, solufia
optima neputand fi identificata decat pe calea parcurgerii celor n! permutiri posibile
ale activitatilor.

Fie t,-k timpul necesar pentru activitatea i=1,2,...,n pe procesorul k =1,2,...,m si s;
intervalul de timp scurs intre terminarea activitdtii { pe procesorul k §i inceputul
activititii j pe acelasi procesor. in lucrarea [SZW87] se consideri cazul aditiv in care:

s,-lj‘-=x,-k+yjk,lsi;t_an,lskSm, -
unde xj §1 y; sunt marimi pozitive. fn continuare se considerd cazul in care aceste
mirimi pot lua §i valon negative, fapt ce arati ci modelul aditiv este mai general
decit se presupune in [SZW87].

Fie o secventd P arbitrard de n activitifi numerotate 1, 2, ..., n. Fie T timpul
de incheierc a activititii / pe procesorul k. Momentul incheierii activititii i pe
procesorul k fiind egal cu max(T,-k_’ , T,-l_‘l + s:‘_l‘,) rezulta ca:

T' =max(T', TX, + 550 + ¢f ,unde T = T =0, (5.16)
pentrui=1,2, ..,nsik=1,2, .., m Pentru a construi modelul aditiv, se cautd pentru
fiecare k acei xi §i yju, 1 <i#j < n, care minimizeaza valoarea expresiei:

z= ZZ(S',; = Xik -yjk)z.
rJ

Anuland gradientul expresiei z §i rezolvand sistemul liniar de ecuafii in x; §i yi
rezulta solutiile:
k k
xu=xut(n-1)/nu; -ve, yu=u; -xi, (5.17)

, - L e L oe o k- s
unde x4 are o valoare arbitrara pozitiva sau negativa i u; $i v, sunt expresiile:

W= 1/(n-2)(Esk + S5k -1/ (n-1) TEsk), i %),
IS i

ve=1/n(uk+ ,_g]s,kj ¥ /glsj., U/ (n- 1) X)), i# ).

In locul problemei initiale se cauti mai intii o solutic definita de (5.17) si se
considera modelul aditiv ce se obtine prin inlocuirea termenilor sf_l_,- CU X, 4+ yu In
(5.16). Acest model este definit de:
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T}k = max(T,.k_l s Tl.’fl +xixt ya)t t,.k.
Se considera apoi substitutiile:
Qi = - Xik1 - Yies @i = 0 §1 1y = t + X + Vi (5.18)

A,u—”zt,k+ g a,k, iy = g t,k+ g a,

k=u k=u k=u+l

si

in continuare se prezmta un algoritm in care se utilizeaza algoritmul lui
Johnson [JOHS54], devenit acum clasic.

Algoritmul 5.29. (¢ip Johnson)
1. [Diferente] Se calculeaza diferentele 4,, - Bi, pentru toti i.
2. [Separare] Fie o = {i | i - B <0} si B={il A - By >0}. Se ageazi activititile
din o inaintea celor din f.
3. [Ordonare] Se ordoneaza activititile din & in ordinea nedescrescdtoare a
valorilor 4,, i activititile din B in ordinea necrescitoare a valorilor B;,.

Un algoritm echivalent ce utilizeazd metoda lui Johnson este urmitorul:

Algoritmul 5.30. (Variant3)

1. [Inifializare] Se face u = 1.

2. [Doi procesori] Se utilizeazd metoda lui Johnson pentru rezolvarea problemei
planificirii pe doud procesoare cu timpi de lucru 4, §i B,,, pe primul, respectiv al
doilea procesor. Fie P = p|, p,, ..., p, secventa rezultata.

3. [Timpi] Se calculeaza timpul consumat pentru P cat si pentru cele n - ! secvente
de forma py, p, ..., i1, Pists - P Pin i = 1, 2, ..., n - 1, utilizdnd formula (5.16).

4. [Ciclare] Se face u = u + 1. Dacid u < n, se trece la pasul 2; altfel se identifica cea
mai buni secvenia dintre cele n (n - 1) secvente examinate §i STOP. B

Problema alegerii valorilor xy4, | < k < m este neesentiald, putdndu-se arita ci
solutia nu depinde de aceste valori, ele putidnd fi deci toate nule.
Exemplul 5.38. Se considera o problemid de dimensiune 2x6, intervalele de

timp t,-l sl t fiind respectiv 25,88,12,12,48,1 si 24,71,33,8,99,95. Valorile s s s

sunt date in tabelele 5.11 51 5.12.

- 3 6 11 18 2 40
18 - 18 9 13 1 59
10 17 - 1 9 11 48
(9 4 7 5 - 2 6 24
10 6 17 4 - 5 42
11 3 7 8 19 - 1 oas
53 36 53 33 61 25 (261)

Tabelul 5.11.
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- 31 42 43 41 45 202
30 - 47 42 32 30 181

32 46 - 36 38 45 197

(sH< 30 49 32 - 42 44 197
42 37 35 44 - 32 190

48 32 48 42 41 - 211
182 195 204 207 194 196  (1178)

Tabelul 5.12.
In aceste tebele sunt mentionate §i sumele valorilor s,;' pe linii §i pe coloane §i
m
U‘ 1]
(5.17) si rotunjite la valori intregi, sunt date in tabelul 5.13.

in paranteze sumele tuturor valorilor s, m = 1, 2. Valorile x; §i yy, calculate cu

Xil Jil Xi2 Y
1 0 10 0 37
2 3 8 -4 39
3 10 0 41
4 -4 5 0 42
5 1 12 -2 39
6 1 4 2 41

Tabelul 5.13.

Cum m = 2, singura valoare a vanabilei u este 1. Utilizind formulele (5.18) se

calculeazi valorile ap, ;) $i i, valorile a;; sunt toate nule. Valorile 4;; §i Bj; :..:nt:
-2,57,-19, -25, 21, -36 si respectiv 24, 64, 31, 12, 96, 96.

Solutia furnizatd de pasul 1 al algoritmului pentru exemplul considerat este
data de secventa P=6,4,3,1,5,2 si necesita un timp egal cu 515 (unitati de timp). Dupa
testarea in pasul 2 a inca cinci secvente pe calea mutirii fiecarei activititi din P la
sfargit a rezultat permutarea 6,4,3,1,2,5 care necesitd un timp egal cu 500 si este
acceptatd ca solutie aproximativa. Solutia optimala este 6,2,5,3,4,1 si necesitd un timp
egal cu 496.

Generarea valorii 515 mentionata mai sus se determina astfel:

T6' = max(Téo, )+ té =max(0,--)+1=1;

T, = max(TQ, Ty + si,) + ty = max(0, 1 + 8) + 12 =21;

Ty = max(Ty, T, +s4;) + 5= max(0, 21 + 5) + 12 = 38;

T =max(T, T, + s3,)+ ¢ = max(0, 38 + 10) + 25 = 73;

T = max(TY, T + s5) + 1 = max(0, 73 + 18) + 48 = 139;
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T, = max(Ty, T; + s5,) + t; = max(0, 139 + 61) + 88 = 233;
T} = max(T , --) + ¢f = max(0, --) + 96 = 96;
T} = max(T,, T} + s2,) + t5 = max(21, 96 + 42) + 8 = 146;
T} = max(Ty, T{ + s3,) + 2 = max(38, 146 + 32) + 33 = 211;
T = max(T}', T} + s3,) + ¢ = max(73, 211 + 32) + 24 = 267,
T? = max(T;, TP + s%) + 12 = max(139, 267 + 41) + 99 = 397,
T2 = max(Ty, T2 + s3,) + 12 = max(233, 397 + 37) + 71 = 515,
La efectuarea calculelor s-a finut seama de faptul ci la aplicarea relatiei (5.16)
indicii i=1,2,3,4,5,6 din aceastad relafie corespund respectiv activitafilor 6,4,3,1,5,2. B

5.4.2. Alta euristica pentru planificarea pe procesoare diferite

Punerea problemei. Fiind date n activitdfi ce urmeaza a fi procesate pe m
masini, timpul de ocupare (procesare) al procesorului & de cétre activitatea / fiind t,.k ,
i=1,2,..,n k=1,2, .. m, se cere identificarea ordinii in care trebuiesc parcurse
activitdtile in vederea minimizirii timpului total de ocupare a celor /m magini. B

Fie o secventd o dupd care urmeazi o activitate a. Atunci (vezi [GUP71])
relafia recursiva ce definegte timpul de completare al secvenfei o a pe masina j este:
Noa,j) max {T(o,)); T(oa,j- D} + 1, (5.19)
unde 7(J, j) = T(o, 0) = 0, pentru toti osi .
Problema de rezolvat constd in minimizarea lui 7(o a, m), unde a apartine mul{imii
activitatilor si o apartine mulfimii tuturor secvenielor de (n - 1) activitifi §i care nu
contin activitatea a.

Ideea de baza a algoritmului propus consta in construirea, cu ajutor::l datelor
problemei de rezolvat, a mai multor probleme auxiliare de procesare pe numai doui
masini, dupa care se alege ordinea de parcurgere a activitdtilor ce necesitd un timp
minimal. Pentru cazul a doud masini, problema studiati este reductibila (vezi
[GUP71]) la cea a sortdrii, in ordine crescitoare, a n numere asociate fiecarei

activitati, conform definitiei:
. 12 1 dacar >’
N=A;/min (1, /), Ai=9" £=0 5.20
./( ) t ( [ ) )) i {_1, altfel, ( )
unde t; , respectiv t,-z, este timpul de ocupare de activitatea / a masinii 1, respectiv 2.

In cazul a m > 2 magsini, se construiesc p=m - 1 probleme auxiliare dupa cum
urmeaza: suma timpilor de procesare pentru primele k, £ = 1, 2, ..., p, masini este
interpretatd drept timp de procesare pe masina 1 a problemei auxiliare §i suma
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timpilor de procesare a ultimilor £ magini este interpretatd ca fiind timpul de
procesare pe masina 2 a problemei auxiliare.

Definitiile timpilor de procesare p(i,1) si p,(/,2) ai problemei auxiliare k sunt:
D i,l=§:tij i=1,2...,n
(a9 = (5.21)

pili2) =,~=.§k+l ¢ k=12...m|

Functia corespunzitoare R(k, i), analoaga cu f{i) din (5.20), este:

Rk, i) = A/ min (00, 1), pi(i, 2)), A= {1_1 :ﬁ‘;:ll’k(i- 1) py(i 2 (5.22)

Cu aceste notatii, algoritmul euristic propus este:

Algoritmul 5.31. (Procesoare diferite)

[Calcule R] Pentru fiecare £ si i, se calculeaza R(k, i) prin relatiile (5.21) si (5.22).

2. [Ordonare] Pentru fiecare k, se ordoneazi activitdtile in ordinea crescatoare a
valorilor R(k,i). Dacd R(k,))=R(k,i+1) se acorda prioritate activitatii cu valoare
mai micd a lui R(a,i), o=k+1kt2,...m-1 sau a=k-1,k-2,...,1. Daca aceastd
procedurd nu se incheie cu un rezultat, atunci se alege in mod arbitrar una dintre
activitati, adica i sau i+1.

3. [Timp] Pentru fiecare dintre cele k ordonari astfel obtinute, se calculeazd timpul
total de lucru, utilizdnd relatia (5.19).

4. [Alegere] Se alege ordonarea cu timp total de lucru minimal §i care reprezinta
solutia aproximativa a problemei. B

Exemplul 5.39. Fie problema cu 4 activitafi §i 5 magini cu timpii de executie
dati n tabelul 5.14.

\j I 2 3 4 5
l .
1 4 3 7 2 8
2 3 7 2 8 5
3 1 2 4 3 7
4 3 4 3 7 2

Tabelul 5.14.
Pasul 1. Cu relatiile (5.21) si (5.22), se obtin rezultatele din tabelul 5.15.
Pasul 2. Urmarind tabelul 5.15., se constatd cd, pentru k=2, valonle R(2,1)=R(2,4)
sunt egale. Deoarece k=2, se considerd a =k+1=3 si se observd ca R(3,4)<R(3,1).
In consecinti, se acordi prioritate activititii 4. Procedind in acest mod, se obtin patru
programe de procesare.
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R(k, i)
i k= k=2 k=3 k=4
1 _1/4 177 -1/14 -1/16
2 -1/3 -1/10 -1/12 -1/20
3 -1 -1/3 177 -1/10
4 172 1/7 -1/10 1/16

Tabelul 5.15.
Pasul 3. Cu relatia (5.19), se obtin timpii de lucru din tabelul 5.16.

Programare Timp de lucru
3214 36
3412 33
3421 39
3124 34

Tabelul 5.16.
Pasul 4. Programarea 3412 are timpul de lucru minimal §i este acceptata drept solutie
a problemei. B

Euristica propusa are la bazi ideea de a reduce problema datd la citeva
probleme care reflecta, intr-o masurd suficient de bund, intercondifiondrile dintre
activitajile date.

5.4.3. Minimizarea duratei totale cu timpi de adaptare

Punerca problemei. Se studiazi problema minimizani timpului de incheiere a
executici mai multor activitati, pe calea ordonidrii lor convenabile, in cazul unei
singure unitati productive (procesor). B

Fie A={a,}, i=1,2,...,n, 0 mulfime de n activitati ce urmeaza a fi procesate pe o
singurd unitate productiva; ¢; = timpul necesar pentru a adapta unitatea productiva in
vederea procesdrii activitatii j dupd activitatea i. Se presupune ca intotdeau.:a £;>0 si
cd, in general, 1, # t;. De asemenea, se presupunc ca activitatea a; este procesata
initial. Rezultd ¢4, in acest caz, numdrul de secvente distincte ce Tncep cu activitatea a,
este egal cu (n - 1)!. Deoarece duratele de executie a activitatilor nu depind de ordinea
lor, rezulta ca problema studiatd consta in minimizarea sumei intervalelor de timp
necesare pentru trecerea de la o activitate la alta. Fie k& permutarea k=1k,,....k,.
Atunci problema consta in minimizarea sumei:

T| = ’E‘Jlkk

j=] i+ ’
valoarea el minimald fiind notata in continuare cu 7T,
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Exemplul 5.40. Fie cazul a sase activitati pentru care intervalele #; sunt date in
tabelul 5.17. In acest tabel, locurile notate cu X corespund la succesiuni de perechi de
activitdfi ce nu se realizeaza §i valorile din tabel reprezintd pe ;. In acest exempluy,
timpul T, este egal cu 8.6 si corespunde secventei 1,4,3,6,2,5. 8

J
[ I 2 3 4 5 6
1 X 3.0 2.8 2.2 2.5 1.7
2 X X 1.7 2.3 1.8 0.9
3 X 3.4 X 3.5 2.7 1.9
4 X 1.8 1.2 X 1.2 22
5 X 2.5 24 3.6 X 2.5
6 X 1.5 2.6 34 24- X

Tabelul 5.17.

Problema studiatd este o variantd a problemei comisvoiajorului §i, in
consecintd, identificarea unei solutii optimale este dificild. Din acest motiv, utilizarea
unor metode euristice este de preferat. O primd metodi euristicd este metoada celei
mai apropiate activitafi. Ideea acestei metode constd in selectarea in calitate de
activitate urmatoare a acelei activitdti pentru care timpul ¢; este minimal.

Exemplul 5.41. in cazul datelor din exemplul 5.40., aceasti metoda furnizeazi
secventa 1,6,2,3,5,4, pentrucare 7, = 11.2. W

Alta euristica se numegte metoda celei mai apropiate activitafi cu schimbarea
originii. In acest caz, metoda precedenti este aplicati succesiv, de cel putin n - 1 or,
alegand pe rand alta activitate ce urmeazi dupé activitatea 1. Daci la o etapa oarecare
sunt mai multe activitafi candidat, atunci procesul se reia pentru toate aceste activititi.

Exemplul 5.42. Pentru exemplul studiat, aplicind acestd metoda se obtin
solutiile din tabelul 5.18. W

Secventa Ty
1,2,6,5,3,4 12.2
1,3,6,2,5,4 11.6
1,4,3,6,2,5 8.6
1,4,5,3,6,2 9.2
1,5,3,6,2,4 10.6
1,6,2,3,5,4 11.2

Tabelul 5.18.

A treia euristicA se numeste meloda celei mai apropiate activitafi cu
micsorarea valorilor pe coloane. Metoda celei mai apropiate activititi se aplicd dupa
scaderea din valorile fiecarei coloane a valorii minime din aceasti coloana.
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Exemplul 5.43. Pentru exemplul studiat, se obtine astfel tabelul 5.19.

J
i 1 2 3 4 5 6
1 X 1.5 1.6 0 13 0.8
2 X X 0.5 0.1 0.6 0
3 X 1.9 X 1.3 1.5 1.0
4 X 0.3 0 X 0 1.3
5 X 1.0 1.2 14 X 1.6
6 X 0 0.4 1.2 1.2 X

Tabelul 5.19.
Aplicind metoda celei mai apropiate activitdfi se obfine secventele 1,4,3,6,2,5
si 1,4,5,2,6,3 la care corespund valorile T;: 8.6 §i 9.4, prima fiind optimala. B

Din testdrile experimentale efectuate rezultd ci metoda propusid furnizeazi
valori cu cel mult circa 1.27 ori mai mari decat cele optimale.

5.4.4. Planificari cu profit maxim

“awgar =

Punerea problemei. Fiind date n activitdti independente de durate ¢, t,, ..., f,,
cu termene de predare la momentele d|, d,, ..., d, si cu profiturile w), w,, ..., w, daca
activititile sunt terminate la timp, se cere o programare pe un procesor in asa fel incat
profitul total s3 fie maxim. B

Sa presupunem ca activititile sunt numerotate in asa fel incatd, <d, < ... < d,
si cd profiturile sunt numere naturale. O euristicd polinomiald pentru determinarea
unui profit cat mai mare este urmatorul algoritm.

Algoritmul 5.32. (ProfitMax)
1. [Initializari] Se face Po(0) = 0 si Po(i) = +oo, pentrui= 1,2, ..., _ilw,..
j:
2. [Ciclare activitdti] Pentru i =1, 2, ..., n se executi pagii 3 §i 4.

3. [Valori initiale] Se face P(k) = P.,(k), pentru k=1, 2, .._, '_gle.
j:

4. [Ciclare valoare profit] Pentru k=w;, w; + 1, ..., jgwj se executd pasul 5.
5. [Ajustare] Daca P, (k-w;) + t; < min(d,, P;(k)), atunci se face P(k) = P.j(k-w)) + ¢;.
6. [Calcul profit] Se determind w = max{w | 0 < w < gw,- si P(w) # +oo}.
Se calculeaza multimea J” optimala corespunzitoare, apoi ‘S_TOP. u
Complexitatea acestui algoritm este O(n é w;).
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Se poate folosi algoritmul precedent pentru a obtine o solufie &aproximativa
pentru cazul general, dupa cum se vede din algoritmul urmator.

Algoritmul 5.33. (Caz general)
1. [Initializari] Se face W = max{w;} si K=& W /n.
<isn

2. [Trunchiere] Se face w} = [w,. / K] yh=t,d =d,pentrui=1,2, .., n
[Algoritm] Se aplica algoritmul ProfitMax pentru datele transformate, rezultatul
fiind o aproximatie a solutiei problemei initiale, si STOP. ®

Complexitatea acestui algoritm este O(n’ / £).
O metoda mai eficientd se numeste metoda de partitie dinamica a intervalelor i
este data in algoritmul urmadtor.

Algoritmul 5.34. (partitie dinamica a intervalelor)

1. [Initializdri] Se face m=[n/g], Ty=t+w §i Wy=0, pentru i=0,1,...,n si k=1,2,....m,

T4,=0, hy=0.
. [Ciclu activitati] Pentru i=1,2,...,n se executa pasii 3,4 i 5, apoi se trece la pasul 6.

3. [Calcul k] Se face h; = h;,y si pentru k=1, 2, .., m,dacda T, + - < d; s
Wiix+ w; 2 h;, atunci se face ;= Wi, + w; + 1.

4. [Calcule T;; 5i W;;]Pentru k=1, 2, .., nse face j = [(m W1, + -l) / h;] si daca
Tiix < T, atunci se face T;; = iy, 51 Wi = Wi

5. [Calcule T;;si W] Pentru k=1, 2, ..., mse face I =[(m (W, +w)+ 1)/ h]si
daca T, 4 + t; <min (T}, d;), atunci se face P;;= Py, + t; 51 Wi = Wi 4t w;.

6. [Solutie aproximativd] Se face ¥’ = 1 si w = 0. Pentru &k = 1, 2, ..., m, dacd
Tox# +osi W, > W, atunci se face ¥’ =k si w = W,,. Apoi STOP. m

Complexitatea acestui algoritm este O(r’ / &).

5.4.5. Minimizarea sumei intarzierilor

Punerea problemei. Initial sunt accesibile n activitdti de citre un procesor ce
poate parcurge o singura activitate la un moment dat. Nu se admit priorititi in
parcurgerea activititilor. Activitatea i, unde i=1,...,n, necesitd un timp de procesare t;,
are o scadenya d; si o pondere w;. Problema consti in identificarea unei permuiri s; din
multimea permutdrilor multimii {1,...,n} care minimizeaza intarzierea totala ponderata:

. t,y-dgy,0). B
gy max( ,é“, 4 400
Problema enuntati este NP-completi. In continuare se prezinti euristici de

rezolvarc bazate pe Inlocuirea generdrii tuturor permutirilor prin generarea unor
submultimi de permutéri, vecine intr-un anumit sens, cu permutarea (1,2,...,n).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



270 Algoritmi euristici

5.4.5.1. Cautarea locala si vecinitati

Se considera patru vecindtafi ale unei permutari s definite dupa cum urmeaza:
N,(s) = vecinitatea bazata pe interschimbarea adiacenti §i definita prin:
{g| g € S, unde g se obtine din s prin permutarea unei perechi de
activitafi adiacente}.
N(s) = vecinitatea bazati pe X interschimbari in s §i definita astfel:
{g | g € S, unde g se obtine din s prin interschimbarea oricarei perechi de
activitafi de cel mult X ori succesiv, pentru K=1,2, ..., n-1}.
Nzs(s) = vecinitatea bazatd pe mutarea inapoi §i definita astfel:
{g| g € S, unde g = (s(1), ..., s(k-1), s(k+1), ..., s(), s(k), s(i+1), ..., s(n)),
peatruk=1,2, .. n-1§5il=ktl, .., n}.
Ngs(s) = vecinitatea bazati pe schimbarea generali si definita astfel:
Nis(s) v {g| g € S, unde g = (s(1), ..., s(I-1), s(k), s(D), ...,s(k-1), s(k+1),..., s(n)),
pentru k=23, nsil=12 ., k1}.
Exemplul 5.44. Cele patru vecindtifi definite mai inainte sunt ilustrate in
tabelul 5.20., pentru cazul s = (1,2,3,4)sin=4. 0

Vecinitate !
Permutin N(s) Ni(s) Nis(s) Ngs(s)
1243 * * * *
1324 * * * *
1342 * *
1423 *
1432 *
2134 * * * *
2143
2314 . * *
2341 * *
3124 *
3214 *
4123 *
4231 * i
Tabelul 5.20.

Din definifii rezultd cad Ny(s) < Ni(s) < ... € N,.(s) $i Ny(s) C NBS(S) C Ngi(s).
Numerele de elemente din multimile de vecinatiti sunt respectiv INgs) =n-1,
| M) = Nas(s)l =n (n-1)72 51| Nosts)l = (n - 1)2.
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Procesul cautirii locale consta in identificarea unei permutari g din vecinitatea
unei permutari initiale s care micgoreaza intdrzierea totald. Daca existd un asemenea g,
se pune s = g si se repetd procedura precedenta. Altfel, s este un optim local. Atunci
cand se elaboreazi o euristica de cautare locala, trebuie determinate urmatoarele tret
elemente: 1) metoda de identificare a permutérii sursid (seed permutation),
2) vecinatatea si 3) metoda de identificare a urmatoarei permutiri sursa. .

Metodele de cautare bazate pe vecinatifile Ny, Ny, Ngs §i Ngs sunt notate
respectiv cu ADJ, K-INT, BS si GS. Pentru evaluarea performantelor euristicilor de
cautare locala sunt folosite urmatoarele notatii:

! - vector cu 2n elemente (), &, ..., t,, di, da, ..., d,) care specifici problema dati,
numitd in continuare problema ¢.
F - multimea problemelor ¢ posibile = {t| t= (¢, t5, ..., t,, d, &3, ..., d,) §i d; 2 0, pentru
i=1,2,..,n}.
LS(t; N) - multimea optimelor locale pentru problema ¢ in vecinitatea lui N, unde N
reprezinti una dintre cele patru vecinatati.
I{(s; 1) - intarzierea totald a permutarii s la problema 1.
L(t; N) - valoarea maxima a intarzierii in problema ¢ in cadrul optimelor locale din
vecinitatea N = max 7(s; ), cus € LS(¢; N).
v(f) - intarzierea totala optima pentru problema .
L(t;N)/ ) pentru A1)>0
e(t; =19 1 pentru f)=L{1; N)=0
M pentru U#)=0 si L(£;N)>0,
unde M = 1.

Eroarea relativa a unei euristici de cautare locald folosind vecinitatea N este

definitd astfel:

re(N) = sup e(t; N).
te F

In continuare se considera numirul de pasi per iteratie parcursi in cel mai
defavorabil caz pentru fiecare euristica. Pentru ADJ, | N(s)l =n-1. Pentru compararea
a doud permutari adiacente se parcurge un numdr finit de pagi. Rezulta ca numarul de
pasi per iteratie este O(n). Urmdtorul exemplu arata ca BS are o complexitate
apropiatd de ADJ.

Exemplul 5.45. Fie problema cu patru activititi: s,=(2,1,3,4), 5s,=(2,3,1,4) si
5~(2,3,4,1). Toate aceste permutiri fac parte din Npg(s), pentru 5,=(1,2,3,2". Fie A,,
A; si A4 cresterea intarzierii totale la trecerea din s, in s, din s5; In 53 §i din 53 In s4.
Daca una dintre valorile A,, Ay+A; si A;+Aj+A, este negativd, ciutarea locald se
efectueaza pentru o altd vecindtate. Dacd euristica BS este realizatd astfel incat
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cresterile si fie parcurse in ordinea A,, A,+A; §i Ay+A;+A4 atunci numirul de pasi
necesari pentru calculul fiecdrei cresteri este constant.

Deoarece | Ngs(s)| = n (n - 1)/ 2 rezulti ci o iteratie din BS necesitd un numar
de pasi O(n®). In mod similar, GS necesiti un numir de O(n’) pasi per iteratie.
Deoarece aparent nu exista relatii recursive intre valorile obiectiv (objective values)
intre membrii lui N,, rezulti ci 1-INT necesitd un numir de O(n’) pasi per iteratie.

5.4.5.2. Valorile maxime ale erorilor pentru K-INT si ADJ

Teorema 5.28. Eroarea relativa pentru o interschimbare euristica n-2-INT poate
fi oricat de mare, pentru n > 4, adicd re(N,.;) = o, pentru n > 4.

Demonstratie. Se construieste un exemplu cu n>4 care are o -eroare relativa
arbitrar de mare. Fie g 0<e&<1/2 si urmitoarea problema ¢ d\=2n-2, d,=2-¢,
d=1+(2i-3)(1-¢), pentru i=3,4,....n-1, d,=1+(2n-4)(1-¢), t,=1-¢, t,=1, t=2(1-£), pentru
i=3.4,...,n-1, si t,=2-£. Au loc urmatoarele relatii:

dy<diy<..<d, <d,<d,

(5.23)
igti e (5.24)
'gzt" T (5.25)
i—iz”' " =1, (5.26)
,;f;.- -diy=1-¢,pentruk=3,4,..,n-1. (5.27)

Din (5.24) s1 (5.25) rezulta respectiv:
(1,2, ..,n)= fflz,. ~dy=1,T(2,3,..,n,1)= 22:,. -d,=¢
= =
In continuare se arata ca T (a,a,,....,a,)21 pentru toate secventele (al,az,...,a") cu
exceptia secvenielor (1,2,...,n) si (2,3,...,n,1). Rezulti ci (1,2,...,n) este optim local §i

(2,3,...,n,1) este optim global. Deoarece e(f)=1/¢, daca ¢ tinde citre zero, e(f) tinde
citre infinit.

Pentru a ardta ca 7(a, ay, ..., a,) 2 1, pentru orice (ay, a, ..., a,) cu exceptia
cazurilor (1, 2, ..., n) si (2, 3...., n, 1), se considerd urmitoarele trei cazun:
Cazul l:a, = 1.

Ty, ay, ..., an) max(filta_ “d,,0)> ilt,. - d, (din (5.23)) = 1 (din (5.24)).
i= 1 n i=
Cazul 2: a,=1si a,, #n.

T(ay, ayy ., Gy 1) 2 max('_flza,- d, ,0)2 izz,. - d,., (din (5.23)) = 1 (din (3.26)).
i= i n— i=
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Cazul 3:a,=l,a,1=n,a,2=n-1, .,a,=k+ 1, a2k, pentruk=n-1,n-2,..3.

T(a,, az, ..., ap, k+1, . n-1,n1)2 max(’fz_::ta_ - da,, 0 0)+ max(’i:ta,- d, 0 0)=
i=1 %i = i=1 % n-
> -izt" -dg, + _gti -d,; (din (5.24))=1- &+ £=1(din (5.27) 5i (5.25)).m

Corolarul 1. Eroarea relativa pentru euristica 1-INT poate fi orict de mare,
pentru n > 4, adica re(N,) =, pentrun > 4. 8

Corolarul 2. Eroarea relativd pentru euristica ADJ poate fi oricit de mare,
pentru n > 4, adica re(N,) =, pentrun > 4. 1

Se pot demonstra proprietiti asemandtoare pentru erorile re! tive ale
euristicilor BS s1 GS.

Observatie: Identificarea vecinatatilor din tabelul 5.20. se efectueaza astfel.
Pentru N,(s) si N,(s) modul de identificare este evident. Pentru Ngg(s) §1 Ngs(s) se
obfin succesiunile de mai jos din care se elimind, parcurgindu-le de la dreapta la
stinga s(i)-urile ce se repeta.

Nes(s) k=1,1=2 g=1(s(1), s(2), s(1), s(3),s(4))=(2, 1, 3, 4),
k=1,1=3 g=(s(1), s(2), s(3), s(1),s(4))= (2,3, 1, 4),
k=1,1=4 g=(s(1), 5(2), s(3), s(4), s(1))=(2,3,4, 1),
k=2,1=3 g=(s(1), s(1), s(3), s(2), s(4))=(1, 3,2, 4),
k=2,1=4 g=(s(1), s(1), s(3), s(4), s(2))=(1, 3,4, 2),
k=3,1=4 g=1(s(1), 5(2), s(4), s(3)) =(1,2,4,3).

Ngs(s) = Nps(s) U multimea ce urmeazi in care secventele marcate cu * se elimind,

deoarece figureaza si in Npg(s).
k=2,1=1 g=(s(1), s(2), s(1),5(3),s(4))=(2, 1,3, 4), *
k=3,1=1 g =(s(1), s(3), s(1), 5(2), s(4))= (3, 1, 2, 4),
k=3,1=2 g = (s(1), s(3), 5(2), s(4)) =(2,3,4,1), *
k=4,1=1 g=(s(1), s(4), s(1), 5(2),s3))=(4, 1, 2, 3),
k=4,1=2 g=(s(1), s(1), s(4), s(2),s(3))=(1,4, 2, 3),
k=4,1=3 g = (s(1), s(2), s(4), s(3)) =(1,2,4,3). *

5.4.6. Planificarea activititilor folosind grafuri liniare

Punerea problemei. Fie G(A4, R) un graf orientat in care 4 este multimea
nodurilor reprezentdnd operatiile §i R multimea arcelor reprezentidnd ordonarea
operatiilor pe procesoare, astfel incat operatia corespunzatoare nodului & o precede pe
cea corespunzitoare nodului / dacd arcul (k, /) € R si se noteazd k << [. Fiecarui arc
(k, I) 1 se asociazd o pondere ¢ reprezentind timpul necesar efectudrii operatiei ce
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corespunde nodului k. Fie n numarul de activitdti §i 4, mulfimea nodurilor asociate
operatiilor ce urmeazi si fie efectuate pe procesorul j, m numarul de procesoare si
B; ¢ A mulfimea nodurilor asociate activitdtii i. Momentele de start_ale operatiilor
corespunzitoare nodului k£ se noteazi cu s, §i momentele (timpii) de incheiere ale
acestor operatii cu ¢;, unde ¢, = s, + ;. Se cere sa se identifice momentele de start ale
operatiilor astfel incét timpul de incheiere a procesarii 7(S) = max [c4] sé@ fie minim. B

Se prezintd un algoritm pentru gdsirea unei solutii optimale sau aproape
optimale a planificarii activititilor. In cadrul algoritmului se folosesc grafuri liniare
pentru formularea problemei, un criteriu eficient pentru rezolvarea conflictelor si un
procedeu quasi-boolean pentru evaluarea secventelor realizabile.

Exemplul 5.46. Fie cazul a doud activitafi ce urmeaza sa fie efectuate pe trei
procesoare, in modul descris in tabelul 5.21. si figura 5.33.

Activitatea | 1 2
Procesorul j | 3 2 3 1 2
Operatia i; 11 13 12 23 21 22
Nodul & 1 5 3 6 2
Timpul de lucru ¢, 2 4 1 3 4 5

Tabelul 5.21.

Fig. 5.33.

Ordinea de ocupare a celor trei procesoare de cidtre cele doud activitdti este
11 <<13 <<12, pentru activitatea 1, §i 23 << 2] << 22, pentru activitatea 2.

Nodurile grafului de precedenta din figura 5.33. sunt numerotate astfel incét
k=j+(i-1)n, unde n=2 este numarul de activitifi. Rezulta cd B,={1,2}, B,={3,4} si
By={5,6}. Multimile A, si 4, sunt respectiv {1,5,3} si {6,2,4}. Arcele pline din figura
5.33. definesc ordinea ocupdrii procesoarelor de citre activitifile 1 si 2, nodurile
grafului fiind parcurse in ordinea (1,5,3) pentru activitatea 1 respectiv in ordinea
(6,2,4) pentru activitatea 2. Arcele punctate definesc succesiunea posibili a operatiilor
celor doua activitifi pe cele trei procesoare §i anume: 1<<2 sau 2<<] pe procesorul I,
3<<4 sau 4<<3 pe procesorul 2 §i 5<<6 sau 6<<5 pe procesorul 3.
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Urmmirind graful din figura 5.33. si {indnd seama de ordinile 11<<13<<]2,
respectiv, 23<<21<<22, ale operatiilor celor doud activitdfi pe cele trei procesoare,
rezultd ci operatiile 11, 13, respectiv 23, 21, pot fi efectuate in paralel pe procesoarele
1,3 si 3, 1. Urmeazi efectuarea operatiilor 12 §i 22 pe procesorul 2, fapt ce constitue
un conflict, in sensul cd aceste operatii nu pot fi efectuate simultan. Rezolvarea
acestui conflict trebuie sa aibe in vedere minimizarea timpului de lucru, dar avénd in
vedere cd operatiile mentionate sunt ultimele, rezulta ca, independent de ordinea in
care vor fi efectuate, ele vor necesita impreuna 1+5=5+1=6 unitafi de timp.

Tinand seama de ordinea in care au fost parcurse arcele succesive divergente
din nodul 6 al grafului din figura 5.33., rezultd céd timpul consumat pentru efectuarea
activitatilor este egal cu 13 unitati. Acest rezultat este ilustrat pe figura 5.34. in care
s-a presupus ca momentele de start ale celor doua activitifi sunt r € [0, 1] (pe desen
s-a luat r = 0), respectiv 0, si intervalele de timp ocupate de aceste activitafi sunt
desenate cu linii pline, respectiv intrerupte. &

| ———f~cenmace-

Procesor 2 f———— 1 @ el ecemsceseen- |

3 ..... - -

Fig. 5.34.

Plecand de la un graf de forma celui din figura 5.33., se construieste o matrice
initiali de precedentd Q" in care toate elementele asociate aceluiasi procesor sunt
grupate intr-un acelasi bloc. Astfel aceasti matrice consta din m blocun, fiecare
continand n elemente, dacad toate activititile sunt executate pe fiecare procesor.
Fiecare element q}(", al matricti este egal cu ¢ daci relatia k <</ este precizata (arc
plin in graf), xt, dacd k << / este posibila (arce punctate in graf) si 0 daca relatia
mentionatd este imposibild. Aceastd matrice este succesiv rescrisi astfel incit la
fiecare iteratie macar una dar nu mai multe decit m valon xt; trec in ¢, §i celelalte

devin nule, ceea ce corespunde la reprezentarea prin linii pline a arcelor dir graful G
asociate valorilor ¢ i eliminarea celor asociate valorilor devenite nule.

- In procesul iterativ de atribuire de noi valori elementelor matricii pot apare
situatii de conflict, de forma celei exemplificate. Pentru rezolvarea acestor situatii se
pot folosi diferite strategii, cum ar fi: alegerea aleatoare a variantei de continuare sau
utilizarea unei margini convenabil alese. Pe baza investigatiilor experimentale se
propune o margine care asigura valori foarte apropiate ale timpului consumat fata de
timpul minimal. Aceastd margine este definitd prin atribuirea fiecirui nod k a
multimii in conflict a valorilor expresiei:

Lky=ce+max( 2 ¢, X &, X 4, min (5-8)-c+ 21),
1eM o leM 4 led o m !
2k~ 2k~ 1=k leJne
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unde ¢ este timpul de terminare in nodul &, # multimea nodurilor in conflict §1 @
multimea nodurilor neasignate. Prima suma reprezinta timpul total de procesare al
nodurilor neasignate asociate aceleiagi activitati ca i nodul £. A doua sumai reprezinti
timpul total de procesare a nodurilor din mulfimea in conflict asociate altor
procesoare decat cele asociate nodului k. A treia suma reprezintd timpul total de
procesare a nodurilor neasignate asociate aceluiasi procesor ca i nodul k. In sfarsit,
ultimul termen reprezintd timpul minimal pentru procesarea celorlalte noduri
neasignate. Din multimea nodurilor in conflict se alege acela pentru care L(k) are o
valoare minima. Algoritmul propus este prezentat in continuare. ‘

Algoritmul 5.35. (Grafuri liniare)

1. [Initializare] Se construieste vectorul start inifial: s = [s,?], k=1,2, .., n unde
s,? = i daca k nu are predecesor §i s,? = 0 altfel. Se construieste matricea de
precedenta cuantificati astfel incat: Q° = [q,?',], k,1=1,2, .., n unde q,?', =
daca k <</ este dati, q,(:', = xt dacd k <</ este posibila si q,?', =0 daca k <</ este
imposibili. Se face i = 0.

2. [Alegere] Se identificd coloana (coloanele) candidat in care elementele nenule
figureazd fintr-un rdnd marcat sau au coeficientul x. Dacd nu existi noduri
(coloane ale matricii) in conflict in nici un bloc asociat procesoarelor, se
marcheaza fiecare coloand candidat cu “V”. Daci existd un conflict intr-un bloc
de procesare, se calculeazd marginea L(k) pentru fiecare nod si se alege nodul
cu L(k) minim.

3. [Asignare] Se asigneazi nodurile avind coloanele marcate. Se schimbi
elementele coloanei / din matricea de precedentd punind xt, = f, daca rindul &
este marcat si xt, = 0 altfel. Se schimbd fiecare rind marcat & din matricea de
precedentd punidnd x# = O in toate coloanele. Se marcheazd modificarile pe
coloane cu “W” si pe linii cu “V”. Se obtine astfel matricea Q'*'. Se face i =i + 1.

4. [Ciclare] Se determini o secventa realizabila repetind pasii 2 gi 3 pana cand toate
nodurile sunt marcate.

5. [Evaluare] Se evalueaza secventa obtinuta. Se identificd primul vector S calculand
succesiv: St = §*! « [$*' # 0!], k=1, 2, ... pana cind doi vectori succesivi devin
identici. Se calculeazd timpul de lucru: T(S) = ml?x (s« + &) si secvenia

corespunzatoare. ll

Operatorul # reprezinta un caz special de inmulfire a doud matrice, la inmultire
participdnd numai liniile §i coloanele marcate “V” si elementele de forma xj nu
participd la inmultire. Operatorul * semnifici concatenarea intervalelor de timp §i
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alegerea celui mai mare dintre intervale atunci cidnd doud sau mai multe rinduri ale
lui O sunt marcate cu “V”,

Exemplul 5.47. Pentru datele din exemplul 5.46., calculele evolueazi dupi
cum urmeaza.

Pasul 1. Initializare graful de precedenti. Vectorul initial S° §i matricea de

precedenti Q° se deduc din figura 5.33. si au forma:
14
( 0 x2 0 0 2
x4 0 0 4 0
ey i .0_[0 0 0 x1 0
ASO_[IOOOOI]SIQ_ 0 0 x5 0 0
0 0 4 0 O
0 3 0 0 x3

Pasul 2. Se identificd coloanele candidate in matrice, inifial numai coloanele 1

=
CRCCOO xw

si 6, si sunt marcate cu “V".
Pasul 3. Se asigneazi nodurile 1 si 6, adica se anuleaza clementele g, §i gs¢
din coloanele marcate. Drept rezultat se obtine matricea Q'.

w v vV ow
V(O x2 0 0 2 0
0 0 0 4 0 0
oo 0o x 0 o0
= 1o 0 x5 0 0 0}
Lo 0 4 0 0 0
Yo 3 0 0 x3 0

Pasul 4. Se repetd pasii 2 5i 3 pand cind se obfine o secventa realizabila.
Se asigneazi nodurile 2 si 5, adicd q,, ia valoarea 2 §i g¢5 ia valoarea 3. Se obtine

matricea O’
w w v w oW
yio 2 0 0 2 0
V|000 4 0 0
00 0 xI 00
= 100 x5 0 0 0|
VLOO4 oooJ
yvio 3 0 0 3 0

Nodurile 3 si 4 fiind in conflict, urmeaza si li se calculeze marginile lor.
Efectudnd calculele, se obtine L(3)=8+max(0,5,5,5)=13 si L(4)=12+max(0,1,1,1)=13.
Cele doua margini fiind egale, se alege nodul 3. Efectuind asignarile rezultd
matricea 0. In incheiere se asigneazi nodul 4 si se obtine matricea Q.

Pasul 5. Se evalueazi secventa. Multiplicind matricea finali Q" cu vectorul
initial S° rezulta patru vectori, al treilea si al patrulea fiind identici si egali cu:
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S=(i3783i)
w W WV W W
V(OZOOZO}
vilo o 0 4 0 0
Q,_Vloooxlool
= ]lo o o 0o o0 o0
VLOO4000
Yto 3 0 0 3 0
w W W W W W
v(o 2 0 0 2 0
yio o0 0 4 0 0
Q4=V000100
Vio 0 0 0 0 O
yio 0 4 0 0 0
yio 3 0 0 3 o0

Prin urmare timpul de lucru este egal cu 13 unititi. B

5.4.7. Analiza euristicilor pentru programari stohastice

In activitatea de planificare manageriali apar frecvent probleme cu mai multe
etape de decizie. Drept exemplu se poate considera problema procesirii activitatilor,
in cadrul cireia existi micar doui etape de decizie. In prima etapi se decide
achizitionarea resurselor. De obicei nu se §tie cu precizie cat de larga trebuie sa fie
alocarea resurselor, din cauza necunoasterii exacte a desvoltarilor viitoare, sau aceasta
probleméd este in mod intentionat ignorata, in vederea facilitinii ludni deciziei.
In continuare, la nivelul detalierii se decide alocarea resurselor in timp, atunci cind se
cunosc informatiile relevante.

Si consideram mai intai cazul procesirii pe magini identice. In prima etapi se
decide numirul m de magini paralele identice ce trebuiesc achizitionate, cunoscind
costul ¢ al unei magini, numarul n de activitafi 1), ..., I, ce urmeaza a fi procesate §i
distributia probabilitatii vectorului ¢ = (f,, e f,,) al timpilor de procesare a
activititilor. In a doua etapi, dupi ce a fost determinat m si este cunoscuti o
realizare 7 a lui 7, se decide ordinea activitatilor astfel incét fiecare mas'ni si fie
ocupatd cu cel mult o activitate, orice activitate J; fiind procesatd fara intreruperi
intr-un timp de manme ¢ $i nu inaintea momentului 0.

Obiectivul celei de a doua etape constd in mimmizarea timpului de procesare,
cunoscand valorile m si t. Fie C'(m, ) valoarea minimi a timpului ce urmeazi a fi
calculata. Obiectivul global consti in minimizarea, pe multimea realizarilor lui ¢,
a valorii medii a costului total z'(m) =cm+ C" (m, f), adica determinarea unui m" astfel
incat sa aiba loc relatia:
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EZ‘(m‘) = n:'in{cm +EC (m, t-)}

Calculul i C'(m, 1), pentru valori date m g§i ¢, constituie o problema
NP-dificili, astfel incat determinarea mediei EC” (m, f) ca functie de m §i o “istributie
arbitrard a probabilitifii vectorului ¢ pare imposibila. In cadrul elaboririi euristicii
pentru prima etapd a problemei, se aplica o idee care este fundamentala pentru toate
sistemele de planificare ierarhici §i care consti in ignorarea structurii combinatoriale
fine a celei de-a doua etape si inlocuirea ui C'(m, t) cu marginea inferioard T | m,

unde 7 = itj. Problema rezultatd constd in minimizarea valorii medii a marginii
Jj=

inferioare a lui z'(m) definita prin 7% =em+ T /m, adici euristica acceptd pentru m
valoarea m = m*%, unde:
Ez‘LB(mLB) = min{cm + ﬂ:
m m
Derivata functiei obiectiv se anuleazi pentru m = VET /c . Deoarece m trebuie si fie
un intreg pozitiv, valoarea lui m*® se determini pe calea minimizirii lui cm + ET /m,

cu conditia ca:

me {[JET/CJ[JEﬁ/c]}mN.

Euristica celei de a doua etape constd in procesarea activitatilor /,, I, ..., I, cu
timpi de lucru ¢, 1,, ..., I, pe m- magini in conformitate cu regula: activitatile sunt
ordonate arbitrar §i la fiecare pas urmatoarea activitate din listd este asignatd primei
masini deveniti liberd (ca in figura 5.35.). Fie C*°(m, ¢) timpul minim in care toate
activititile sunt procesate in conformitate cu regula descris, pentru valori date ale
lui m si ¢ §i fie Z5(m)=cm+C Ls(m, f). Euristica in doua etape genereazi o solutie de
cost total Z-5(m*").

Problema: mLB=3 n=7 t=¢1.234.56.7)
Lista: (1.2.3.4.5.6.7)

Procesarea: t
masina 1 Ill I l 5L |
magina 2 | I, | I |
masina 3 L I ]
O L CES(mLB, t)
Fig. 5.35.

Valoarea medie in cel mai rdu caz a euristicii propuse este caracterizatd de
rezultatul teoremei 5.29. Fie t,,,, = max;{t}.
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Teorema 5.29.
E.Z.zs(mLB) BT

EZ(mr) AP

Demonstratie. Fie o procesare obtinuti in conformitate cu regula descrisa mai
sus, utilizand m"® masini pentru realizarea ¢ a lui 7 . Fie L cel mai lung timn cat sunt
ocupate toate masinile gi /; lucrarea cel mai tarziu terminati. Din felul in care este
realizata procesarea (vezi figura 5.35.) rezulta ca:

CH(m® () < L+t <T/mt? 41

max
§i prin urmare:

<z

ZLS(mLB) LB(mLB)

+ tmax

LB

Intr-adevir, din relatiile ELS(m) =cm+ C[‘g(m, f) $i 2% =cm+ T/m, pentru un

vector T dat §i m = m"?, rezulta:
ZLS(mLB) —: CLS( mtB t), ZLB( LB)= em® + T / mB si
zLS(mLB) - zLB(mLB) = Cl‘g( ) T/m?®< Lmax
Luénd mediile rezulta ca:
EzS(m"®) < E2"B(mtB) + Efypp < E2Y8(m") + Elpyy < EZ'(m’) + Ellppy

A doua inegalitate rezulti din definitia lui m"® si ultima deoarece T/ m'<C" (m',t)
pentru ci E'(m') =cm' +C'(m',f), ELB(m') =cm'+T/m si T/m este margine
inferioara pentru C'(m',t).

Pe de alta parte:

EZ(m") 2 Ez"®(JET / c) = 2VcET .
Din inegalitatea de mai inainte rezulta:
EELS(mLB) < Ef'(m ) +El a0
si din cea precedentd se deduce:
EzS(mt®)  E2(m ) + Et

Er
Ez'(m') 8 EZ’ Emj W?E'}" -

O alta proprietate interesanta este urmatoarea:

E—LS( LB)_
lim —( ) =1.

n—w E7

Se poate considera o extensie a modelului studiat mai inainte, pentru . :zul unei
multimi date de magini neuniforme, pentru fiecare dintre ele cunoscandu-se costul c;
§1 viteza v;. Atunci cind in etapa a doua o activitate /; este asignati maginii j,
ea trebuie procesata intr-un interval de timp de marime ¢,/ v;.
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5.4.8. Planificari preemtive si cu divizarea procesorilor

Unele sisteme de procesoare permit intreruperea execufiei unei activitafi si
reluarea acesteia ulterior, eventual pe un alt procesor. Aceste planificiri se numesc
planificari preemtive. Daca timpul necesar pentru efectuarea unei Intreruperi
(conservarea stdni la intrerupere s§i restabilirea conditiilor la reluare) ‘este neglijabil,
programarile preemtive pot sa fie mai eficiente decét cele nepreemtive, dupa cum se
vede din exemplul urmator.

Exemplul 5.48. Si consideram 3 activititi independente de durate 2 fiecare
programate pe douda procesore. O planificare optimald nepreemtivd este aritati
in figura 5.36.a) fiind de duratd 4 §i o planificare optimald preemtivd este datd
in figura 5.36.b) fiind de duratd 3. ®

P 1 rAEEE
P2| 2 . P22] 3
01 2 3 4 01 2 3
a) b)
Fig. 5.36.

pe m procesoare identice se poate face aplicind algoritmul urmitor.
Algoritmul 5.36. (Planificare preemtivi)
1. [Timp probabil] Se calculeaza T = # ﬁit,..
i=

2. [Depasiri] Daca existd o activitate i/ astfel incdt ¢, > 7, atunci se planifici
activitatea i pe procesorul m, se face m = m - 1, se elimind activitatea | din

multimea activititilor, se face n = n -1 si se trece la pasul 1.

[Initializari] Se facej=1, r=Tsii= 1.

[Terminare] Daca i > n, atunci STOP.

5. [Testare procesor] Daca ¢; < 7, atunci se planifica activitatea i pe procesorul j, se

AW

face r= 7-1,i=1i+ 1 i se trece la pasul 4.

6. [Preemtiune] Se face ¢; = 7, ff = ;- 7. Daca r# 0, se planifica ¢ din activitatea
pe procesorul j.

7. [Procesorul urmator] Se face j =+ 1, 7= T - 7, se planificd ] din activitatea i
pe procesorul j. Se face i =i + 1 si se trece la pasul 4. &

Teorema 5.30. Algoritmul 5.36. determinad o planificare optima preemtiva a
unui sistem de activitati independente pe m procesoare, timpul total al planificari
fiind dat de expresia:

L= max{m’ax{ti}, # 2:1 t,}.
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O demonstratie a acestei teoreme se poate gisi in [BAS89]. B

Exemplul 5.49. Pentru un sistem cu 7 activitdfi care au timpii de executie
respectiv 3, 7, 2, 4, 2, 5, 2, care trebuiesc planificate pe 4 procesoare, aplicind
algoritmul 5.36. se obtine planificarea din figura 5.37. de valoare 7 in care activitafile
4 si 6 sunt intrerupte dupad ce executa 3, respectiv 4, unitafi de timp, urmand ca o
unitate de timp s o execute fiecare pe un alt procesor. Pe figurd apare numerotarea
inifiala. Se poate determina aici o programare nepreemtiva de aceeasi durati. B

P 1 3[4
P 4 s |
P3 6 | 7
P4 2 [
012 3 456 7
Fig. 5.37.

In planificarea cu divizarea procesorilor, se consideri ci in acelasi timp pe un
procesor sunt asignate mai multe activititi, fiecare activitate / folosind o anumita
fractie f;, cu 0 < £ < 1. Pentru a acopen timpul ¢ de executie corespunzator
activitatii i, in acest caz, trebuie si treaca un timp fizic ¢ / f;. Diagrama Gantt se
extinde pentru aceste planificari prin introducerea unor subdiviziuni orizontale pentru
a nota asignarile de factor §. Factorul £ nu se schimba pe tot parcursul executiei
unei activitatii.

Exemplul 5.50. Pentru un sistem cu 5 activititi ce necesitd o unitate de timp
pentru fiecare §i care au graful de precedenti din figura 5.38.a), se poate determina
programarea cu divizarea procesorilor pe 2 procesori din figura 5.38.b) de v~ijare 3.5.
O programare optimala fard divizarea procesorilor a acestui sistem este datd in
figura 5.38.c), fiind de valoare 4. W

P1| 1 5 Pl 1 2 4 5
P2 1 3 P2
0 1 2 3 i 0 1 2 3 4
a) b) c)
Fig. 5.38.

Daci este permisa modificarea in timp a factorului de alocare a unui procesor la
o activitate se obtine o planificare generala. Planificirile cu preemtiune §i cu
divizarea procesorilor pot fi considerate cazuri particulare ale planificarii generale.

Exemplul 5.51. Si consideram un sistem cu 8 activitifi care au timpii de
executie 1,1,2,2,3,1,1,1 si sunt planificate pe doi procesori. Graful de precedenta este
dat in figura 5.39.a) $1 o planificare generalad optimala in figura 5.39.b). &
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S S5 f=45 7
6 f=25
3 4 f=45 8
2 3 4 S 6
b)
Fig. 5.39.

Pentru compararea unor strategii de planificare vom considera ci strategia S,
este mai eficace decit strategia S, dacd §i numai dacad pentru fiecare planificare P,
obfinutd aplicind strategia .S, unui sistem de activitati cu o relafie de precedentd data
se poate obtine o planificare P, prin strategia S; de duratd cel mult egald cu durata
lui P; si exista sisteme de activititi pentru care strategia S, conduce la prog-amari de
durata mai mica decat cele obtinute aplicand strategia S,. Doud strategii S, §i .S, sunt
de aceeasi eficacitate daca planificirile generate de ele au aceeagi durata.

Exemplul 5.50. aratd cad planificarea cu divizarea procesorilor, deci si
planificarea generald, este mai eficace decat planificarea nepreemtiva. Exemplul 5.48.
aratd cd planificarea preemtiva, deci si planificarea generald, este mai eficace decit
cea nepreemtiva.

Teorema 5.31. Planificarea generala si planificarea preemtiva sunt de aceeasi
eficacitate.

Demonstratie. Este suficient de a demonstra cd pentru orice planificare
generald se poate determina o planificare preemtivi de aceeasi durati. Se vede
imediat ca aplicind algoritmul urmitor pentru orice planificare generaldi pe m
procesori pentru un sistem de activitdfi cu o relatie de precedentd datd se obfine o
programare preemtiva, validd in raport cu relafia de precedentd de aceeasi durata.
Validitatea programarii rezulta din observatia ci activititile planificate pe « perioada
de timp pe care nu se schimba asigndrile sunt independente intre ele, altfel una dintre
ele ar trebui si fie terminaté inaite de a incepe cealalta. B

Algoritmul 5.37. (Transformare general-preemtiv)

1. [Initializéri] Se face t, =051 i =0.

2. [Terminare] Daca ¢ este egal cu timpul programarii generale, atunci STOP.

3. [Interval urmitor] Se face i = i + 1 si se determind momentul urmator ¢ din
planificarea generald cand au loc modificéri in asignari (termindri, intreruperi sau
modificarea coeficientului de atribuire a cel pufin unei activitati).

4. [Echivalare timpi] Pentru toate activititile {), i, ..., i ce se executd in intervalul
de timp (1.1, ¢;] cu factorii de ocupare f,, [, ..., i se considera timpii efectivi de
executie dati de expresiile t; = Bi(ti-ta),j=12,..,k
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5. [Planificare preemtivd] Se aplicd algoritmul 5.36. de planificare preemtivd a
activitatilor iy, i, ..., i; ce se executd in intervalul de timp [¢;,, ¢;] cu timpii ¢/,
j=12, ..,k

6. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B

Exemplul 5.52. Aplicind algoritmul 5.37. 1a programarea obtinuta in exemplul

5.51. se obtine planificarea din figura 5.40, unde £,=0, £,=1.5, £,=2.5, 1;=5 51 (,=6. W

Pl 1 |2] 5 4 s| 7
P2l2]| >3 3 5 6 8
0 1 2 3 4 5 6
Fig. 5.40.

Teorema 5.32. Planificarea preemtiva, deci §i planificarea generalid este mai
eficienta decat planificarea cu divizarea procesorilor. '

Demonstratie. Deoarece planificarea cu divizarea procesorilor este un caz
particular de planificare generala, aplicind proprietatea din teorema 5.31., rezultd ci
este suficient de dat un exemplu in care planificarea preemtiva di un timp mai bun
decit planificarea optimald cu divizarea procesoarelor. Aceasta este doveditd de
exemplul 5.53. 8

Pl 1 i 5
) i
P2 6 2-3f
0 i 2 3 4 il
i) b)
P11 & 5 P1| 1 2 4 5
P2l & g 6 P2| ¢ 3 6 6
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
c) d)

Fig. 5.41.

Exemplul 5.53. Pentru un sistem de 6 activitdti avind timpii de executie
respectiv 1,1,1,1,1,3, cu graful de precedentd din figura 5.41.a) si care trebuie
planificate pe 2 procesori, o planificare optima cu divizarea procesorilor are forma
din figura 5.41.b). Valoarea lui f se determind din conditia ca activitatile 5 si 6 sa se
termine in acelasi timp. Pentru toate celelalte variante valide se pot da contraexemple
de programari de durate mai scurte. Se obtine astfel ecuatia 2+1/4=3/(2-3f). Din
aceasta rezultd ecuatia de gradul al II-lea 3/°+S-1=0, care are solutia pozitivi
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J3-1 5+ J_

,B=T. De aici rezultd timpul programarii
solutia generald optimala de valoare 4 §i in figura 5.41.d) este datd solufia preemtiva

==2C=> 4. In figura 5.41.c) este dati

corespunzatoare de aceeagi durata. B

Teorema 5.33. Fie ty si tp duratele planificirilor obtinute la planificarea
nepreemtivd, respectiv preemtivd, a unui sistem de activitafi pe m > 1 procesoare.
Atunci are loc relatia:

N/ tp<2-1/m.

In plus, 2 - 1/ m este cea mai mici limiti superioara a raportului duratelor celor doud
programari pentru orice sistem de activitati.

O demonstratie a acestei proprietitii se poate gisi in [BAS89]. B

Determinarea unei planificiri generale pentru un sistem de activititi se poate
face cu euristica descrisa in algoritmul 5.38. Se folosegte aici notiunea de nivel al unet
activitati /, notat niv(i) §i definit in felul urmaitor:

niv(i) = t;, pentru orice activitate i terminala;
niv(i) = t; + max{niv(j) | j succesor direct al lui i}, pentru orice activitaie i
pentru care au fost determinate nivelurile succesorilor ei dirécgi.

Algoritmul 5.38. (Programare pe nivele)

[Initializari] Se face so = 0, i = 0 si se considerai toate activitatile neexecutate.

2. [Nivel] Se calculeaza niv(j), pentru activitafile sistemului. Daca existd activitati
pentru care nu se poate face calculul, atunci STOP. (Graful are cel putin un ciclu).

3. [Terminare] Daca toate activititile au fost executate, atunci STOP; altfel, se face
p = m si se considera ca nu sunt activitati in execufie.

4. [Alegere nivel] Se determind multimea B a activitdtilor pentru care au fost
executate predecesoarele directe, neprogramate la executie §i de nivel maxim cu
aceste proprietati. Dacd B = J, atunci se merge la pasul 7.

5. [Caz fara divizare] Daca |B| < p, atunci se programeazi din momentul s;
activitdtile din B cu factorul 1, acestea fiind considerate in executie, se face
P =p - |B|si dacd p > 0, atunci se trece la pasul 4; altfel se trece la pasul -

6. [Caz cu divizare] Se programeazid din momentul s; activitdfile din B cu factorul
p ! |B|, acestea fiind considerate in execufie.

7. [Moment realocare] Se face i =i + 1 si se determind s; = s;., + 7, unde 7 este dat de
formula:

r=min{7n, §, 53}, Cu

n, = min{¢; / f; | j activitate in execufie} $i

7, = min{(niv(y) - niv(k)) / (B« - B) | J # k activitti in execufie pentru care
niv(j) > niv(k) si f; < B}, (daca mulfimea e vida se ia 7, = +0).
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7y = min{(niv(j) - niv(k)) / f;| j activitate in execufie i k activitate
neprogramata, cu toti predecesorii executafi i niv(j) > nivik)},
(dacid multimea e vidi se ia 73 = +0).
8. [Ajustdri] Pentru activitafile j in executie se face niv(j)=niv(j)-t B; si t=t-7 f;
activitafile j pentru care se obtine f;, = 0 se considerd executate si celelalte se

considera cd nu sunt executate.
9. [Ciclare] Se merge la pasul 3. ®

Exemplul 5.54. Pentru un sistem de 7 activititi avand timpii de executie
respectiv 2,2,2.4,1,1,2, cu graful de precedentd din figura 5.42.a) si care trebuie
planificate pe 2 procesori, o planificare optimalad generald a procesorilor care se
obtine aplicind algoritmul precedent este dati in figura 5.42.b). Valorile factorilor g
sunt indicate pe figurd numai pentru valorile subunitare. Momentele de schimbare a
asigndrilor sunt s,=0, moment inifial, s;,=2, moment in care activitatea 4 ajunge la
acelasi nivel cu activitatile 1 si 2, s3=3.5, moment in care se termina activitagile 1 si 2,
s4=4.5, moment in care se termini activitatea 4, ss=5.5, moment in care se termini
activitatea 3, si s, = 7, moment in care se termina activititile 5, 6 si 7. Planificarea
este de durata totala 7. B

4 1 fg=23] 3
| 2 A
2 f=u2| 4 fF=21

1 2 3 4 5

b)
Fig. 5.42.

Teorema 5.34. Daci se face planificare pe 2 procesori sau daci graful asociat
sistemului de activitafi este o antiarborescentd, atunci solufia rezultata prin aplicarea
algoritmului 5.38. este optimala.

O demonstratie a acestor proprietati se poate gasi in [MUNG69] si [MUN70]. ®

Faptul cd algoritmul 5.38. nu fumizeazad solufia optimald pentru orice
precedenta si m > 2 se deduce din urmétorul exemplu.

Exemplul 5.55. Fie sistemul cu 4m activitati, fiecare dintre ele executandu-se
intr-o unitate de timp si avind graful de precedenta din figura 5.43.a), planif ~ate pe m
procesori. Pentru o mai ugoard descriere am mnotat activitifile cu litere cu indici.
Aplicarea algoritmului 5.38. conduce la solutia din figura 5.43.b) de durata totala
5-2/m. O programare optimala este aritati in figura 5.43.c), fiind de durata totald 4. B

5.4.9. Planificiri cu minimizarea timpului mediu

In majoritatea planificirilor prezentate panid acum, criteriul de comparare este
timpul total de procesare a sistemului de activitti. Pot exista unele aplicatii in care si
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fie considerate §i alte criterii de evaluare a planificarilor. Vom studia in acest paragraf
un astfel de caz studiind problema de planificare in care criteriul este timpul mediu in
sistem al activitafilor in care intervin atét timpii de executie cét si timpii de asteptare.

£  'm1 515 Sa
a)

}1) 4 g Uy ) I };’ s, v, Yy
% i) e

B v Rl = A 1

Tm-1 fj' Lt ,1'._-1‘ Sz ] *2
S Fij % Fil
S, J‘_T Y, Jl?

Sm1 T-2 Xm-2

0 1 2-Um 3-Um 5-2/m 0 1 2 3
b)Y g=mf2m-1) c)

Fig. 5.43.

Daci ¢, este momentul termindrii executiei activitétii i §i presupunand ci toate
activititile sunt disponibile In momentul initial de programare, atunci timpul mediu in
sistem, notat 7 , este dat de urmitoarea expresie:

[= ic,-.
i=l
Se poate stabili o legdturd intre timpul mediu in sistem §i numarul mediu de
activititi neterminate din intervalul (0,,,,x), unde f,,,=max{c,}, notat cu 7. Numarul
de activitati neterminate este o variabila discreta care ia valoarea n la momentul =0 si
valoarea 0 la momentul r=f,,,. Pentru o planificare dati, consideram activitifile

ordonate crescator in raport de momentul de terminare a executiei, adica ¢;<c;<...<c,.
Daca se considerid ¢,=0, atunci:

ﬁ: ma.x :E;(n ( Civ1 — i)'

Aceasta relafie se mai poate scrie sub forma:

{ig(n —i+1)c; - Zi(n - i)c,}

si, deoarece ic,:nt' , rezultd relatia L
i=1 tmax

sistem este direct proportional cu numarul mediu de activitati neterminate.

n=

Le,

max i=

t

max

> ISl

. Aceasta aratd cd timpul mediu in
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Pentru o problema de planificare pe un singur procesor, in orice planificare
optimala, nu exista timpi de neutilizare a procesorului. Altfel, prin eliminarea acestor
timnpi, s-ar obtine o utilizare mai bund in majoritatea criteriilor folosite. Astfel ;..
este o constantd ce reprezintd suma timpilor de executie §i orice procedurid care
minimizeaza timpul mediu in sistetm va minimiza numarul mediu de activitati
neterminate §i reciproc. »

Sa consideram un sistem de activitdfi constituit din r lanfuri independente
C,Gy,...C,, fiecare lant C={4,,4a,...,4,, } cu A; precede A, pentru j=1,2,...n-1.

Sa notam cu ¢; timpul de executie a activitatii 4;. Vom nota n = fin
i=

Algoritmul 5.39. ( 7imp mediu minim)

l. [Timpi medii partiali] Se face p; = 0, pentru i = 1, 2, ..., r. Se calculeazi valorile

sy,

ty = J- p, h=p; I’
lant i se calculeazé Zi(h;)) = min {t-,-j ij=pi+1,pi+2, .., n}, unde A este indicele

pentruj=p,+ 1, p;+2, ...,msii=1,2, .. r Pentru fiecare

pentru care este atins minimul; dacd sunt mai mulfi indici se ia cel r.ai mare.
Se considera toate activitatile din toate lanfurile ca neplanificate.

2. [Terminare] Daca toate activitatile din lanfuri au fost planificate, atunci STOP.

3. [Alegere] Pentru un procesor care devine liber se alege un lan{ C; pentru care
Px < ny, care nu contine activitdfi ce urmeazi sa se execute pe un-alt procesor in
acelasi timp si pentru care Z,(h;) este minim intre activitifile cu aceste proprietiti.
Daca nu exista astfel de lanturi, atunci se trece la pasul 2.

4. [Planificare] Se planifica pe procesorul liber activititile A, 4154, din lantul Gy
si se face p, = hy.

5. [Ajustari} Daca p, < n, atunci se recalculeaza Z,(h;) pentru lantul C; cu formulele

date la pasul 1.
6. [Ciclare] Se merge la pasul 2. B

Exemplul 5.56. Sa considerdam lanturile C,={A4,,,4,3,413,414}, cu timpii de
executie 4,2.3.5, C;={A43,,423,423}, cu timpii de execufie 1,4,2, Cy={43,,411,433,414,
Ass}, cu timpii de executie 3,2,3,4,6 si Ci={A4,422}, cu timpii de executie 2,5,
executate pe 2 procesori cu minimizarea timpului mediu in sistem. Aplicand
algoritmul 5.39. se obtine in pasul 1, p;=p,=p;=ps=0 si timpii medii urmdtori:
4,3,3,3.5 cu Z,(3)=3 pentru lantul Cy, 1,2.5,2.33... cu Z,(1)=1 pentru lantul C,, 3,2.5,
2.66...,3,3.6 cu Z3(2)= 2.5 pentru lantul C; §i 2,3.5 cu Z,(1)=2 pentru lanful C,.

La momentul ¢ = 0, se considerd ca procesorul P, devine liber si se selecteaza
dintre toate lanturile pentru programare lantul C, din care se programeaza
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activitateta 4,, pana la momentul 1. Se recalculeaza timpii medii: 4, 3 cu Z,(3) =
Tot la momentul ¢ = 0, se considera ca §i procesorul P, devine liber §i se selecteaza
pentru programare dintre C, C; si C, (C, are activitdti planificate in acelagi timp
pe P)) lantul C, din care se programeazi activitateta A, pand la momentul 2.
Se recalculeazi timpii medii: 5 cu Z,(2) = 5.

La momentul /=1, procesorul P, devine liber si se selecteazi dintre C,, C, §i C;
(C, are activitifi planificate in acelasi timp pe P;) pentru programare lanful C; din
care se programeaza activitatile 43, si 43, pdnd la momentul 6. Se recalculeazi timpii
medii: 3, 3.5, 4.33... cu Z;(3)=3.

La momentul =2, procesorul P, devine liber §i se selecteaza dintre C,, C, si C,
(G, are activitdti planificate in acelagi timp pe P;) pentru programare lanful C,; din
care se programeazai activitifile 4,;, A, §i A;; pana la momentul 11. Se recalculeaza
timpii medii: 5 cu Z,(4) = 5.

Procedédnd in acelasi fel in continuare se obtine planificarea din figura 5.44.
care da un timp mediu in sistem de 155/14=11.07.... 8

R AZ]. All ‘AH AZZ AZJ Al‘

g ‘4‘! All A’l! Al! A!] A}l v
0 1 3 3 45 6 7 &5 b1l B 1 14516171822 222 24

Fig. 5.44.

Teorema 5.35. Aplicand algoritmul 5.39. pentru planificarea pe un procesor se
obtine un timp mediu in sistem minim.

O demonstratie a acestei proprietiti se giseste in [BAS89]. m
Un caz particular este cel in care fiecare lan} confine o singurd activitate.
Un astfel de sistem este cu activitdfi independente. Algoritmul 5.39. se poate

simplifica dupd cum se arata in continuare §i se numeste cel mai scurt timp de
excecufie, prescurtat SPT.

Algoritmul 5.40. (SPT)

1. [Initializari] Se considera toate activitatile neplanificate.
[Terminare] Daci toate activitatile au fost planificate, atunci STOP.

3. [Planificare] Cand un procesor este liber, se planificd pe el o activitate care are
cel mai scurt timp de executie dintre activitatile neplanificate. Dacd sunt mai
multe activititi de acest fel, atunci se alege oricare dintre ele.

4. [Ciclare] Se trece la pasul 2. &
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SPT este, intr-un anumit fel, opusa planificani LPT (vezi paragraful 1.1.2.3.1).
Daci se noteazi cu tspr timpul total obtinut aplicand planificarea SPT si cu ¢;pr timpul
total obtinut aplicand planificarea LPT, atunci din teorema 5.33., rezulti inegalitatile:

1 <tspr/t1pr<2-1/m.

Un alt caz particular este cel in care unele subsiruri din sublanfuri trebuie sa fie
executate fiard a se putea intrerupe execufia intre doud activitafi consecutive din
subgirul respectiv. Se poate obfine un algoritm pentru determinarea solutiei din
algontmul 5.39. facdndu-se calculele pentru timpii medii din pagii 1 §i 3 numai pentru
indicii care corespund la activitdfi, dupd care este posibild o intrerupere a executarii
activitatilor din lanful respectiv.

5.5. Aplicatii

5.5.1. Algoritm efectiv de asamblare a lucriarilor

Punerea problemei. O linie de asamblare consta dintr-o succesiune de statii de
lucru. Fiecare statie efectueaza o multime de operatii: fiecare operatie este efectuata
fara preemptiune. Timpul de executie ¢; al fiecarei operatii i, unde i = 1, 2, ..., n, este
cunoscut $i nu depinde de statia care il efectueaza, nici de operatiile care o preced sau
o succed. Datorita restrictiilor tehnologice, unele operatii trebuiesc efectuate inainte
ca altele si fi Inceput. Aceste conditii de preceden{d se presupun cunoscute Fiecdrei
statii i se alocd o valoare predeterminata a timpului de lucru ¢, numita durata ciclului,
in vederea operatiilor atribuite. Lucréarile sunt terminate dupi ce toate operatiile au
fost efectuate, 1 / ¢ fiind productivitatea sistemului. B

In continuare se consideri doui variante ale problemei enuntate, numite SALB-J
$i SALB-II. Prima problema constd in determinarea numarului minim al statiilor,
necesar pentru asigurarea ratei de productie tinand seama de restrictiile de precedenta.
A doua problemi consta in asignarea operatiilor unui numdr dat de statii in vederea
maximizarii ratei de productie tinand sema de conditiile de precedenta.

5.5.1.1. Euristici pentru problema SALB-I

O prima euristicd pentru prima problema se numeste euristica incarcarii primei
statii accesibile §i este exprimata prin urmétorul algoritm:

Algoritmul 5.41. (Prima statie accesibild)

1. [Scoruri] Se atribuie un scor s(f) fiecirei operatii i. .
2. [Actualizare] Se actualizeaza mulfimea operatiilor accesibile, adica a operatiilor a
caror predecesori au fost atribuiti.
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3.

4.

[Asignare] Se asigneazd operafia cu cel mai inalt scor in prima statie in care
capacitatea si restricfiile de precedentd sunt satisfacute.
[Ciclare] Daca sunt operafii neasignate, atunci se trece la pasul 2, altfel STOP. m

Rezultatele sunt influentate de modul de alegere a funcfiei scor. Mai multe

definifii ale functiei scor s(i) sunt date in tabelul 5.22.

Nr. Nume Descrierea

1. [Pondere pozifionald Suma duratelor operatiei i §i a celor care o urmeaza

2. Pondere pozifionala inversa Suma duratelor operatiei i §i a celor care o j-reced

3. Numarul urmagilor Numarul operatiilor ce urmeaza dupa i )

4. [Numarul urmagsilor imediati [Numarul operatiilor ce urmeaza imediat dupa i

5. Numarul predecesorilor Numadrul operatiilor ce preced pe i

6. [Timpul de lucru Durata operatiei i

7. [Pondere pozitionala amonte [Suma duratei operatiei i §i a tuturor operatiilor de pe
drumuri avand pe i ca ridicina

8. [Arce amonte [Numirul de arce avand drept rddicini pe i

Tabelul 5.22.

Rezultatele experimentale privind eficienta euristicii SALB-I pentru diferite

functii s(7) aratd ca pentru functiile numerice 1, 3, 4, 6, 7, 8 mai mult de 50% din

solu

title furnizate de euristica sunt optimale.

O alta euristicd pentru prima problemad se numeste euristica ordonare §i

asignare $i este exprimata prin urmdtorul algoritm:

Algoritmul 5.42. (Ordonare si asignare)

[Scoruri] Se atribuie un scor s(i) fiecarei operatii i.

[Ordonare] Se ordoneaza operatiile in ordinea necrescitoare a scorului.
[Asignarc] Se asigneazi operatia cu cel mai inalt scor in prima statie in care
capacitatea si restrictiile de precedenta sunt satisfacute.

[Ciclare] Daca sunt operatii neasignate, atunci se trece la pasul 3, altfel STOP. B

Aceasta euristica a fost testatd pentru functiile numerice 1, 3, 6, 7, 8, in toate

cazurile, mai mult de 50% din solutiile furnizate fiind optimale.

Euristicile prezentate au urmaitoarele doua proprietati:
Fiecare pereche de statii consecutive insumeaza un timp de lucru care este mai
mare decit ¢, unde timpul de lucru al unei statii este definit ca fiind suma
duratelor operatiilor ce i-au fost asignate.
Fiecare statie, eventual cu exceptia ultimei statii, functioneazd un timp -iai mare
decat ¢ - t', unde (' = max;, I;. ‘
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Fie S" numirul optimal de stafii. in teorema ce urmeazi sunt deduse marginile
superioare ale performantei euristicilor propuse.
Teorema 5.36. Fie S numirul de statii identificat de un algorifm, euristic sau
optimal, ce au proprietitile 1. §i 2. Atunci:
a)S<2S8 -1,b)S<c/(c-£)S +1.
Demonstratie. Fie S(j) multimea operatiilor asignate de euristica stafiei j.
Deoarece timpul de lucru al unei statii nu depaseste pe c, rezulta ca:

Sc2¥y=3% T 4.
= (5.28)
Din proprietatile 1. §i 2. rezulta ca:
%~ c daci S este par
> T o>18 (5.29)
j=lies(j) 5 G daca S este impar
) t,>(S-1)|c-1).
A5 (c-7) (5.30)

Tinind seama ci dacid a>b, a(=2S") si b(=S sau S-1) sunt intregi pari, atunci a>b+2,
(5.28) si (5.29) implicd S<25’-1 si din (5.28) si (5.30) rezulti S<c/(c-t)S™+1. W

5.5.1.2. Euristici pentru problema SALB-IT

In continuare aritim felul in care metodele folosite pentru solutionarea
problemei SALB-I pot fi adaptate la problema SALB-II. Fie g(k), k=1, 2, ... valoarea
optimali a solutiei problemei SALB-II daci numirul de statii este k si f{c), ¢ > 1
valoarea optimala fumnizati de SALB-I pentru un ¢ dat. Pentru determinarea lui g(k)
sunt propuse doua metode.

in metoda marginii inferioare se incepe cu o valoare cunoscuti c; a marginii
inferioare si se determini f{c,). Daci f{c;) nu intrece pe k, atunci valoarea optimali
este ¢;; altfel, valoarea c, nu este realizabila si procesul de identificare a solutiei se
reia pentru ¢, + 1.

In metoda marginii superioare se incepe cu valoarea cunoscuti ¢y a marginii
superioare, se face ¢, = © §i se determini f{cy). Daca f{cy) este mai mare decit &,
atunci solufia optimala este c,. Altfel se atribuie lui c,, valoarea timpului maxim de
lucru al statiilor ce corespunde marginii superioare curente cy, se inlocuieste valoarea
marginii superioare cu c,, - 1 §i se continud procesul.

fn continuare se indicid metoda de calcul a marginilor ¢ §i cy, cu T= Zt,. fiind
!

notat timpul total de lucru.
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Teorema 5.37. ¢, (k) < g(k) < c((k), unde:

ci(k)= ma.x{’%r t'}

si
l( % daci k este par
cu(k)= max| £ % daci k este impar §ik>3 53D
T daci k=1

L

Demonstratie. Valoarea marginii inferioare este evidenti. Valoarea marginii
superioare este evident corectd daca g(k) = t" sau k = 1. Fie atunci gl)y>1t sik>2.
Din (5.29) rezulta ca:

2= daca f(c) est
SJ/(C) aca C esepar

5.32
[% daca f(c) este impar, f(c) > 3. (5.32)

Fie &=miny¢;. Din definitiile lui fsi g si din faptul ci g(k)>t", rezulti ca flg(k)-£)>k+1.
Daca flg(k)-£)=k+1, atunci inlocuim pe ¢ cu g(k)-¢ si pe flg(k)-£) cu k+1 in (5.32) si
facand pe ¢ sd tinda catre 0 rezulta (5.31). Dacad f{g(k)-£)>k+1 si tinind seama ci
flg(k)-&) este intreg, rezulti ci fg(k)-£)=k+2. Inlocuind pe ¢ cu g(k)-£ si pe flig(k)-£)
cu k+2 in (5.32) si ficand pe & sd tindd citre 0, se observd cd g(k)<2T/(k+1)
independent de paritatea lui f{g(k)-£). Prin urmare are loc (5.31). B '

'&—Observa;ie. Din (5.29) si (5.28) rezulti ci S<2S" daci S este par, respectiv,
$<28"+1 dacid S este impar. In primul caz S<25'+1 si in al doilea caz S<25™-1,
deci §<25’-1 in toate cazurile.

5.5.2. Performanta unor euristici pentru linii de asamblare

Intr-o linie de asamblare intreaga productie este distribuiti pe ¢ multime
A={1, 2, .. 1 .. n} de elemente ale produsului. Fiecare element al produsului
necesitd un timp de lucru 4 si i se asigura un beneficiu pe unitatea de timp egal cu w;.
Intre unele sau toate elementele produsului existi relatii de precedenti ce trebuie
respectate in procesul de fabricare a unei unititi a produsului. Elementele produsului
sunt executate de sisteme de productie numite stafii. Aceste statii sunt aranjate
secvential si alcatuiesc o linie de asamblare corespunzitoare ordinii de executare a
elementelor produsului. Timpul atribuit fiecarei stafii este limitat la o valoare c, egalad
cu durata productiei impartitd la masura (valoarea) ei. Beneficiul pe unitatea de
timp W, al unei statii j este egal cu valoarea maximd a beneficiului realizat de
elementele apartinind statiei, adicd W; = max{w; | i € 4;}, unde A4, este submultimea
lui A4 ce contine elementele asignate statiei /.
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Problema planificarii unei lucrdri pe o linie de asamblare (PLA) consta in
asignarea elementelor produsului diferitelor statii astfel incat sa fie respectate relatiile
de precedenta si sa fie minimizat costul produsului. Cu presupunerile:

a - ordinea partiala definita pe 4,

i ai’ -ieste predecesorul lui i,

i ai’ = i</, adica elementele lui 4 sunt sortate topologic,
problema PLA poate fi formulata astfel:

Sa se giseascia o partifie P = {4, 4,, ..., A,,} a lui A astfel Incit:

Z= ﬁlW ¢ este minimizath (5.33)

i=
cu conditiile:
2 1 <c,pentruj=1,2,.,m
i€A;
$i
dacdie€ A, ke A;-5iiak, atuncij<j’.
Deoarece ¢ din (5.33) este constanta, functia obiectiv poate fi inlocuiti cu:

minimizeazi W= S.W,. (5.34)

i=]
Deoarece toate elementele produsului au acelasi beneficiu pe unitatea de timp, adica
acelasi a;, atunci funcfia obiectiv (5.34) poate fi Inlocuiti cu minimizarea numarului
de statii.

Exemplul 5.57. Fie A ={1,2,3,4}; =1, =2, =1, 4,=2; W, =21,
Wy=1,Wy=21,W,=1;1a2,1a3,2 ad,3 a4d; c=3. Doua partitii impreuni cu
valorile corespunzatoare ale lui m st Z sunt urmatoarele:

Pi={{1,2},{3,4}}m=2,Z=213+2.13=12.6,
Py=1{{1,3},{2},{4}}y m=3,Z=213+13+13=123.
Partitia P, minimizeaza numairul de statii §i P, minimizeazi pe Z. B

Principiile elaboririi euristicilor pot fi descrise dupa cum urmeazi. *Jnul sau
mai multe criterii de prioritate sunt luate in considerare pentru asignarea elementelor
produsului la statii, in raport de valoarea lui ¢ i relatiile de precedenta. Diferentele
dintre euristici se datoreaza in special regulilor de prioritate, care sunt de forma:

e reguli bazate pe duratele de executie ¢ ale elementelor produsului,
¢ reguli bazate pe beneficiul pe unitatea de timp w; al elementelor produsului,
e reguli de prioritate ce combina cele doua reguli antericare.

Pentru studiul performantei in cazul cel mai defavorabil vom defini mai intai
notiunea de euristicd rezonabila. O euristica H este rezonabila daci are loc conditia:
Zt,-+ X tL>c,j=1,.,m-1, (5.35)

ied; ied;,,
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pentru toate solutiile generate de euristica H. Dacd nu are loc conditia (5.35), atunci
elemente ale produsului din statia j + 1 pot fi asignate stafiei j, drept rezultat
obtinandu-se o solufie mai bund a problemei PLA studiate.

Fie W' valoarea functiei obiectiv a unei PLA, W' valoarea functiei obiectiv
generata de euristica H, wy,, = max{w; | i € A} $1 Wy, = min{w; | i € A4}.
Teorema 5.38. Pentru orice euristici H pentru rezolvarea PLA, raportul
performantelor in cazul cel mai defavorabil este dat de:
W1 W < 2Wmax / Wi
Demonstratie. In solutia optimali a PL4, ce contine m" statii, macar pentru
una dintre ele ;= wy,y §i pentru toate celelalte are loc W; > wyy,. in consecinti:

Waax + (M = 1) Wpin < W (5.36)
Pentru toate solutiile generate de euristica H are loc relatia:
M Wi = W, (5.37)

unde m" este numirul de statii furnizat de euristica H.

Fiem™ =[ ¥ t,/ ¢ |: atunci m" > m™™. Intr-adevir, numirul de statii nu poate fi
ieAd

mai mic decit cel realizat in cazul cand timpul de functionare al tuturor statiilor este
acelasi si egal cu valoarea de mai sus a lui m™".

Deoarece 2. L+ > L >c j=12,..,m-1, (vezi (5.35)) pentru toate

ied; ied;
solutiile generate de o euristica rezonabila H are loc urmatoarea inegalitate:
(M Dye< T+ X+ T g++ X g+ 2 4+ X =22 ,<2m™c.

i€ A i€ A ic A icA icA i€ A icA
i€d) €A ied, ied y = ied y ied ie

Rezultd ca m" < 2-m™" + 1. Deoarece m", m™" € N, rezulta m" < 2-m™", deci:

" <2m’. (5.38)
Din (5.36), (5.37) si (5.38) se deduce:
H »
wh _ wH D" U 1
W Wmax + (m. - 1)wmin Whnax T (m. - l)wmin M Win Wmin

5.5.3. Desvoltarea capacititii cu mai multe tipuri de facilitati

Punerea problemei. Modelele de desvoltare ale capacitatii sunt folosite pentru
planificarea extinderii in timp a facilitatilor. ®

Aplicatii posibile: industriile ce necesitd investitii substantiale de capital,
retele de comunicatie, servicii de energie electrica, sisteme de alimentare cu api,
procese din industria grea, servicii.
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Se studiazd un model determinist de desvoltare a capacititii cu n > .. tipuni de
facilitati. O facilitate i reprezintd un anumit nivel de calitate. Facilitdfile sunt
numerotate astfel incat facilitatea i este de calitate mai buna decit facilitatea j daca
i < j. Aceste facilitdti sunt multiplicate in timp pentru satisfacerea a n tipuri de
comenzi (cereri), numerotate ca mai inainte. Fiecare dintre aceste comenzi necesiti o
facilitate de o anumitd calitate. O facilitate i este prevdzutd sa satisfaca in mod
preferential comanda i, dar poate de asemenea deservi orice cerere j cuj > i.

Costurile considerate includ costurile de desvoltare pentru fiecare facilitate gi
costurile de stocare a capacititilor nefolosite. Functiile cost sunt nedescrescatoare §i
concave §i reflectd strategia economiei sortimentelor. Fiind date comenzile in timp
dealungul a T perioade, obiectivul problemei studiate consti in elaborarea unei
desvoltan ce satisface comenzile la un cost minimal.

Modelul studiat presupune un numadr finit de perioade temporale. Cererile de
crestere, desvoltdrile capacititilor §i conversiile capacitdfilor apar instantaneu,
imediat dupa inceputul fiecarei perioade. Sunt folosite urmatoarele notatii:

i, J, k, I, m - Indicii facilitdtilor. Cele n facilititi sunt ordonate de la 1 la n in ordinea
descrescatoare a calitatii.

{, u, v - Indicii perioadelor temporale. Orizontul planificérii consta din 7T perioade.

r;, - Cresterile comenzii i pentru capacitate adifionala in perioada ¢; r;, > 0. Comanda i
poate fi efectuatd de facilitatea k, k < i. Prin convenltie, r; se presupun intregi.

. Ri{u,v)= ’g‘ké T -

x,;, - Cresterea desvoltarii facilitatii i in perioada ¢.
v - Midrimea capacitdtii convertitd din facilitatea i in facilitatea j, i <, in perioada t.

la sfarsitul perioadei ¢ - 1. Se presupune ca [;; = 0 si ca lipsurile de capacitate
nu sunt permise, adica [, > 0. '
1, - Vectorul capacitatilor in exces, I, = ({,,, Iz, ..., L), 1> 0 ({,= 0) reprezint: situatiile
I, > 0 (I, = 0) pentru toti 7.
ci{x,) - Functia cost a cresterii capacitatii.
hi({ix+1) - Functia costului de inmagazinare in cadrul transferarii capacitatii in exces a
Pentru simplificare se presupune ca functiile de cost satisfac conditiile
ci(0) = hi(0)= 0. In afara de aceasta, toate functiile de cost se presupun
nedescrescatoare §i concave.
Problema desvoltarii capacititii (PDC) este formulata astfel:
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nﬁninlizeaz{ggi[q,(xn) + h,-,(I,-.,,,,)D

XinYij

astfel Incat:

]i"+]=Ii'+xi'+llcz=!1y’d'_k§rlyik'_’;" 1=12..T
1,20, =12..,n
Iy=1ir =0, J j=i+l .., n

X 20,y 20,

unde 2:(0) si 21(0) sunt prin definitie nule. Obiectivul PDC constd in minimizarea
n+

costului total pe durata a T perioade. Prima conditie descrie capacitatea in exces a
perioadei ! §i schimbarea capacitétii in perioada ¢. Constréngerile 7, > 0 si /;; = 0 sunt
luate ca ipoteze. In afard de aceasta, deoarece functiile cost sunt nedescrescitoare, se
poate presupune ca [;r, = 0 fard a creste costurile totale. Notatia PDCy, j > i, se va
referi in continuare la o PDC cu facilitdtile ¢, i + 1, ..., j. Rezultd cd formularea
precedenta se referd la PDC,,,.

-
Iz4= 0

0

Fig. 5.45.

Schema reprezentativd a PDC pentru n = 3 5i T = 3 este aritata in figura 5.45.
Deoarece functiile cost sunt concave, existd o solutie optimala reprezentati printr-un
punct extremal. In reprezentarea pe schemi, aceasta inseamni ci existi o solufie
optimala cu nu mai mult de un flux pozitiv incident in fiecare nod.

Ideea metodei constd in rezolvarea repetatd a unei probleme cu o singurad
perioadad. Fie SPDC(u; D;, Dy, ..., D)) o problema de desvoltare cu perioada u pentru
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facilitatile 1, i + 1, ..., j §i cresterile corespunzitoare D;, D, ..., D; ale cererii.
Problema se formuleaza astfel:

Si(u; D, Dy, ..., D;) = minimu kt c,m(xh)]

XhosrY lomu
astfel incat:

xm+kily1h— t yklu=Dk,x,mZO.y,mm20,k=i,...,j;m=k+l,...,j,

unde lZf(O) si i (#) sunt nule prin definitie.
_]+

Schema reprezentativa a SPDC este aratata in figura 5.46.

Fig. 5.46.

Algoritmul 5.43. (Euristica de baz3)

Cresterile capacitatilor i conversiile sunt considerate numai in perioadele in
care I, = 0. Fie PDC,,(u, v) problema desvoltarii pentru facilitatile 1, 2, ..., n pe
perioadele u, ..., vstiindcal,=1.,,=0,/,>0,pentrut=u+1, ..., vsi presupunand ca
toate cresterile §i conversiile au loc in perioada u. Solutia optimald PDC),(u, v),
notatd d(u, v), se obtine rezolvand problema SPDC,,(u; D,, ..., D;). Mai precis:

d(u, v) = Si.(u; D, ..., D) + C,, I.4y),
unde:

Di=Riu,v), i= 1,2, yn, = I = 05i C(ly L) = 3. ﬁ‘ih,.,(lim). =
t=ui=
Euristica calculeaza toate cele T (7 + 1) / 2 valori posibile ale lui d(u, v) si

identifica secventa optimala a problemelor PDC utilizind programarea dinamica.
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6 PROGRAMARE LINIARA INTREAGA

6.1. Algoritmi euristici pentru programarea
liniara intreaga

Punerea problemei. Se cere maximizarea lui x; dat de expresia:

Xo= jglcjxj

cu restrictiile:

Sa,% < by pentrui=1,2, .., m, (6.1)
j:

x;20,pentruj=1,2,..,n, (6.2)
x; este intreg, pentruj =1, 2, ..., n.
Se presupune cd regiunea din spatiul n-dimensional a punctelor ce satisfac
conditiile (6.1) si (6.2) contine cel pufin un punct interior. B
Fiecare dintre procedurile de rezolvare propuse contin trei faze. Scopul primei
faze consta in identificarea unei regiuni in interiorul careia se cauta solutii suficient
de bune. In acest scop se selecteazi mai intii un punct reprezentind o solutie optimala
neintreaga. In continuare se identifici un al doilea punct, suficient de apropiat de
primul si satisficdnd conditia cd segmentul ce il uneste cu primul punct apartine
regiunii ce contine solutii ale problemei. In cadrul fazei a doua se incearci
identificarea unei solutii cdt mai apropiatd de o solutie intreaga, prin dcplasarea
dealungul segmentului anterior mentionat. Scopul fazei a treia consti in incercarea de
imbunititire a solutiei obtinute 1n faza anterioaré pe calea schimbarii valorii uneia sau
simultan a doud variabile pana cind nu se mai poate obtine o imbunititire a solutiei
determinate la un moment dat.

Pentru unele dintre metodele din fazele 1 §i 2, este necesard normalizarea

restrictiilor. Pentru acasta se introduc notatiile:
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a;.j =a; / ’jéaijz- ,pentrui=1,2, .. .m;j=1,2,..,n
b;=b, /Jiau,pentrui=l,2,...,m

cu ajutorul cérora restrictiile (6.1) iau forma:

§i

iauxj <b,pentrui=12,..,m

Rezulta ca b; reprezinti distanta euclidiand de la origine la planul f:la,-j x; = b
J:

In continuare, se vor folosi notatiile a;; §i b; numai in cazul in care faptul ca restrictiile
au fost normalizate nu este relevant.

6.1.1. Metodele fazei 1

Primul pas al fazei I consta in utilizarea metodei simplex pentru a gasi o solu'pe

=

optimald neintreagd. Fie X~ vectorul cu n componente reprezentind solutia,

B={j| xy) este o variabili de bazi} si N numirul de elemente din B. In continuare se

identifica o noua solutie pac 70,

in cadrul metodei 1 se efectueazi mai intai inlocuirea lui b; cu:

B2 =, ,eB,"UI

dupa care se identifici solufia 2

, suficient de apropiata de solufia X

satisficand condifia:

i a,jx(jz) b,( 2

In virtutea acestei conditii rezultd cd valoarea tuturor variabilelor din bt poate fi

modificatd cu cel mult 1/2 fard a contrazice versiunea inifiald a restrictiilor:
ia i % < bi.

Mai mult, W si 72 au aceleagi varlablle de baza (principale) astfel incat conditiile

(l), ignorand vanabilele de bazi degenerate, sunt satisfacute
(2)

de nenegativitate pentru x

2

si de x'7. Rezultd ca x“ poate fi modificat pe calea rotunjirii fieciireia din

componentele sale neintregi pana la cel mai apropiat intreg fard a viola conditiile
2 ()

2

functionale sau de nenegativitate. In cadrul fazei 2, ciutarea lui X plecand de la X
furnizeaza maicar o solutie rotunjita care satisface condifiile problemei, deoarece x
le satisface.

n mod aseminitor, in cadrul metodei 2 are loc inlocuirea fiecirui b; cu:
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I( 2) ‘\/— / 2

in cazul cand condifia functionala i are loc pentru x() dupa care se calculeaza noua

2 72 este dubla.
Mai intai, aceasta solutie are aceeasi propietate ca si in mefoda I si anume variabilele

solutie X'~ pentru aceastd bazi. Motivarea pentru aceasta alegere a lui X

ei de bazi pot fi rotunjite pand la cel mai apropiat intreg, fara a viola nici una dintre

conditiile functionale pentru 7. Acest lucru are loc datorita faptului ca distanta

nga;j b
e

si planul corespunzitor pe care este situatd extremitatea vectorului X

dintre hiperplanul:

este egala cu
\/ﬁ / 2, deoarece fiecare dintre cele N vanabile de bazi se schimba cu cel mult 1/2.

A doua motivare consta in faptul ca punctul X 72 este echidistant la hiperplanurile:

ia X —b’

U]
. . - - . {1
la intersectia cdrora se afld extremitatea vectorului 7.

6.1.2. Metodele fazei 2

Metoda 1 a fazei 2 constd in deplasarea continud dealungul segmentului de la
7V 12 3? efectuand rotunjirea catre cea mai apropiata solutie intreaga, pa..* cand se
obtine o solutie a problemei. Obtinerea solutiilor succesive intregi are loc pe calea
identificarii punctelor, de pe segmentul mentionat, in care solutiile rotunjite se

schimba. In acest scop, fiecare punct X al segmentului se reprezinti sub forma:

x=(1- a)x()+a x(Z) unde 0 < a < 1.

Pentru componenta x; a vectorului x rezulta expresia:
@ _ . ( 2 _ xgl)),

_ (1) _
xj—(l a)x +ax =x; +alx;

cu ajutorul cdreia se pot calcula valorile succesive ale lui a pentru care x; este
coordonata de indice ; a mijlocului segmentului definit de doua valori intregi
succesive. Metoda se incheie cand « a atins o valoare mai mica sau egald cu 0 sau
daca depaseste valoarea 1. Datoritd modului in care a fost ales punctul )?(2), solutia
rotunjita ce satisface conditiile la limita satisfacute de 7 se obtine pentru o valoare a
lui a < 1. Nu este insa sigur cd o asemenea solutie satisface §i celelalte conditii, aga
incat metoda propusa nu garanteaza obtinerea unei solutii corecte.

In cadrul metodei 2 se efectueaza cresterea succesivi a lui a cu pas constant.
Pentru fiecare valoare a lui @, incepand cu a = 0, primul pas in ciutarea solutiei
constd in aplicarea unei rotunjiri in componentele lui ¥ in vederea identificarii unei
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cele mai apropiate solutii intregi nenegative. Daci o astfel de solutie rotunjitd nu este
realizabila, se incearcid daci, in urma cresterii sau descresterii unei variabile oarecare
cu 1, are loc descresterea, in modul definit mai jos, a nerealizabilitatii q. Dacd nu
existd asemenea variabile, se trece la o noud valoare a lui @ Dacd insa exista o
singurd asemenea variabild, atunci se efectueaza schimbarea cu 1 a valorii ei. Daca
solutia obtinutd nu este realizabild, se repeta incercarea precedentd pentru celelalte
variabile. Este posibil si existe mai multe asemenea variabile, caz in care se
efectueazi schimbarea care maximizeaza imbundatafirea, definitd mai jos; da.a solutia
obtinuta este in continuare nerealizabild, se reia parcurgerea celorlalte variabile.
Metoda se incheie cand s-a obtinut o solutie realizabila sau dacad o a depagit 1.

O masura cu o singura valoare a gradului de nerealizabilitate a unei solufii X se
poate obtine plecand de la doua definitii distincte ale nerealizabilitafii q. Prima dintre
ele este:

0§ 5:,,)

adici suma distantelor euclidiene dintre X §i fiecare dintre hiperplanurile pentru care
conditia (6.1) nu este respectata. O a doua definitie este:

adica distanta euclidiand maxima dintre X §i hiperplanurile pentru care conditia (6.1)
nu este respectatd. Pentru o valoare aleasa a lui ¢, o masuri naturala a imbunadtatirii,
obtinuti pe calea schimbirii valorii variabilei x;, este:
=-4g,
unde 4 g este schimbarea lui g datorata schimbdrii lut x;. O alta alternativi este:
p=cdx;/(-49),

unde 4 x; este schimbarea efectuata a valorii x;.

Definitiile precedente genereazi patru criterii distincte pentru alegerea
variabilel a carei valoare urmeaza sa fie schimbata. Aceste criterii sunt:

Criteriul A: prima definitie a lui p, prima definitie a lui g.

Criteriul B: prima definitie a lui p, a doua definitie a lui g.

Criteriul C: a doua definitie a lui p, prima definitie a lui g.

Criteriul D: a doua definitie a lui p, a doua definitie a lui gq.

{1)

Alte doud metode au la baza ideea rotunjirii componentelor lui X . Prima

dintre ele, folositd numai in cazul in care toate valonle a; sunt nenegative, consta in
inlocuirea lui x; cu [ ()-l pentruj=1,2, ..., m, unde |—y-| este cel mai mare : ~treg mai

mic sau egal cu y. Cealaltd metodd constd in parcurgerea tuturor variantelor de
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rotunjire a componentelor lui 7 folosind atat rotunjirea precedentd cit §i rotunjirea

|_x5.l) J, pentruj=1, 2, ..., m, unde |_yJ este cel mai mic intreg mai mare sau egala cu y.

6.1.3. Metodele fazei 3

Scopul fazei 3 constid in ciutarea unei solufii mai bune decat solutia bl

obtinuti in faza 2. Aceastd cautare se efectueazd in doud moduri. Primul dintre ele
constd in cresterea sau descregterea succesiva cu 1 a valorii unei variabile astfel incat
noua solutie sa fie realizabila §i mai buna, adicé sa corespunda la o valoare mai mare
a lui xo. Al doilea mod constd in ciutarea unei solutii mai bune pe calea schimbarii
succesive a valorilor a doud variabile. Aceste doua strategii se aplica alternativ panad
cand nu se poate realiza o solutie mai buna.

fn cazul primului mod sunt folosite doui criterii privind alegerea variabilei a
carei valoare urmeaza sa fie schimbata. Primul criteriu se bazeaza pe ideea de a evita
apropierea de multimea frontierd a solutiilor, in vederea asigurarii unor sanse mai
mari urmitoarelor imbunititiri. Al doilea criteriu de alegere consti in determinarea
variabilelor ce asigura o apropiere cit mai mare de valoarea x, a functiei obiectiv.

Cele doud metode utilizate in faza 3 se deosebesc prin aceea ca in prima dintre
ele se impune restrictia ca valorile marimilor ce participa la procesul de ameliorare a

(F)

solutiei X'’ s fie intregi.

6.1.4. Exemplu de programare liniara intreagi

Exemplul 6.1. Se cere maximizarea lui
Xo = Xy +5 X3,

cu restrictiile:

x;+ 10 x, £20, (6.3)

x <2, (6.4)
x;20,x,20,

X, §i x; sunt intregi. (6.5)

Reprezentarea grafica a restrictiilor, datd in figura 6.1., permite identificarea
solutiei optimale a problemei date, care este (x;, x;) = (0, 2), cu xp = 10.

in vederea aplicirii fazei 1 a algoritmului, restrictia (6.5) este eliminati, solutia
neintreaga furnizati fiind ¥ =(2,9/5). Rezulta ci baza este B={1,2} 5i N=2. In cadrul
metodei 1 de identificare a lui ¥, termenii din dreapta ai restrictiilor (6.3) si (6.4)
sunt inlocuiti cu 52=20-(1/2) (1+10)=14.5, respectiv b2=2-(1/2) (1)=3/2.
Noua solutie obtinuti este ¥ ?=(3/2,13/10).
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X2 4
2} _x+10x,=20
x,=2
10 +*

0 i 2 Xy
Fig. 6.1.
Daci se aplicd metoda 2, este necesar sd se normalizeze restrictiile (6.3) si
(6.4), care au acum forma:
(1/7101) x; + (104101 ) x, < 20/4101 - 4272,
X <2-212
si solutia optimala neintreaga este:
x@=(2-42/2,9/5- (4202 - \2)/20) = (1.29, 1.16).
Cu aceasta se incheie faza 1.

Toate trei metodele fazei 2 incep cu rotunjirea solutiei ¥ = (2, 9/5) la cea mai
apropiatd solutie intreagd care este (x;, x;) = (2, 2) si nu satisface conditiile date.
In continuare, metoda 1 identifici o noud solutie plecand de la ¥ @ = (3/2, 13/10).
Pentru valori succesivc alc lui @, oblinule din @ = 0 cu pasul 0.1, se constati cd pentru
a= 0.6, valorile lui x, si x; sunt respectiv egale cu:

x=(1-0.6)2+(0.6)3/2=17/10,x,=(1-0.6) 9/5+(0.6) 13/10=13/2.

O noui solutie rotunjitd, diferitd de cea precedentd, este (x;, x;) = (2, 1). Deoarece
aceasta solutie satisface restrictiile problemei, metoda 1 se incheie.

se incearcd obtinerea din ea a uneia ce satisface conditiile. Aceasta solutie rctinjitd nu
satisface doar restrictia (6.3) §i valoarea corespunzitoare a lui g este 2/J101. Daca
valoarea lui x, se micsoreazi cu 1, atunci valoarea lui g scade cu 1/4101 si
¢; Ax; =-1. Daci se scade x, cu |, atunci g scade cu Z/M §i c; 4 x, = -5. Deoarece
in al doilea caz se obtine o scidere mai mare pentru q, criteriile A si B vor alege
scaderea lui x, cu 1, drept rezultat obtindndu-se solutia realizabila (x;, x;) = (2, 1).
Deoarece -1/ (1/ M) >-5/2/ M), criteriile C si D vor alege scadereacu 1 a
lui x{, drept rezultat obtinandu-se solutia nerealizabila (x,, x;) = (1, 2).

Faza 3 incepc cu solutia realizabild (2, 1) obtituta in faza 2. Incercirile bazate
pe schimbarea valorii unei singure variabile nu conduc la obfinerea unei solufii mai
bune. Dacd se incearcd schimbarea valorilor a doud variabile, se obtinie solutia
X = (0, 2) care este si cea optimald. Daci in faza 3 se incepe cu solutia realizabila
(1, 2) se obtine solutia optimala schimband o singura valoare. R
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6.2. Algoritm aproximativ pentru programarea 0-1

in cele ce urmeazi vom folosi urmitoarele notatii:
m - numarul de proiecte (lucrari),
n - numarul resurselor restrinse,
P, - proiectul i, i =1, 2, ..., m,
R; - resursarestrinsd j,j= 1,2, ..., n,
K; - profitul proiectului P;,
L; - limita superioara a resursei R;,
H; - cantitatea din R; solicitata de P;,
F,; - raportul dintre H;; 51 L;, adica Fj; = H;/ L;,
Z - functia obiectiv ce trebuie maximizata,
X; - variabile binare, adica X;=0sau |,
T - multimea tuturor proiectelor,
T, - mulfimea proiectelor acceptate,
Tp - multimea proiectelor ce nu apartin lui 7, adicd Tp,=T-T,,
1_3,- - vectorul cantitatilor de resurse pentru /;, adica f—: =(Fiu, Fa, ..., Fip),

F.

G, - cantitatea din R; ceruta de multimea proiectelor acceptate, adica C; = i

>
FeT,
1_’,‘ - vectorul cumulativ total, adica 13“ =(C), Gy, ..., Cp),

1/2
| B | - modulul (lungimea) lui P,, adici |P,| = Lﬁc}) :

B - vectorul limitd normalizat al resurselor, adicad B = (L1,..,1),
T¢ - mulfimea proiectelor candidat, adica 7. = {P; | P, € Tp, 13, <B - f—:, 1
E - vectorul unitate al lui 13,‘,
U, - proiectia lui P, pe E, adici U, = P-E,
G, - gradientul efectiv al lui P, (definit in textul algoritmului).
Punerea problemei. Problema programanii 0-1 are enuntul:
Problema 1:

Maximizeazi Z = 3. KX;,
i=1
cu conditiile:
ing,-jX,- <L,pentruj=1,2,..,n,

X;=0saul,pentrui=1,2,...m A
in continuare se presupune K; > 0, H;>0st L;> 0. O metoda pentru rezolvarea
Problemei 1 este prezentatd in lucrarea [SEN68] si este numiti metoda duald a
gradientului efectiv, deoarece incepe cu o solufie nerealizabili, urmati de
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identificarea unei solufii realizabile. Metoda descrisa in continuare se¢ numeste
metoda primala a gradientului efectiv, deoarece incepe cu o solutie realizabild urmata
de imbunatatirea ei. '
Metoda primala a gradientului efectiv. Problema 1 poate fi reformulata astfel:
Problema 2:

Maximizeazid Z = glK X,
-

cu conditiile:
EFX <1, pentruj=1,2,. (6.6)

X,-— Osaul pentrui=1,2,...,m
In procesul de selectare a unui proiect, este necesar si se selecteze un proiect
cit mai profitabil. In cazul cand proiectele considerate necesitd o singurd resursa,
profiturile dorite se pot calcula ugor, acceptind drept indice de profitabilitate profitul
pe unitatea de resursa. Problema devine dificild in cazul a mai multor resurse limitate.
In acest caz se introduce notiunea de vector de penalizare, care furnizeazi un singur
indice, adica un indice global, calculat cu ajutorul mai multor resurse limitate. Drept
vector de penalizare se consideri vectorul P,.
Exemplul 6.2. Fie cazul n=2 cu P,=(0.6;0.3), P,=(0.1;0.4) si P,=(0.4;0.1).
Penalizarile (totale) ale proiectelor P, si P, sunt:
pentru P, : 0.1.0.6 + 0.4-0.3 = 0.18,
pentru P, : 0.4-0.6 + 0.1-0.3 = 0.27,
deci P,<P,. Dupa cum se vede, cele doud penalizari reprezmta produsele scalare Pl P,

u’

respectiv P,- P,. Tinind seama c3 vectorul unitate al lun P, este E=P,/|P,|, rezulti ci:
(P-‘P)/IPI‘ P-(B, /IR = E U,
deci U, reprezmta proiectia lui F; pe directia lui P Flgura 6.2. ilustreaza pe U, si U,
pentru cazul P,=(0.6;0.3), Pl (O 4;0.1) si P2 (0.1;0.4). in cazul cind se calculeazi
probabllltatea unui proiect, se poate folosi gradientul efectiv al resursei definit prin:
G=K/U.m

Fig. 6.2.
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Ideea de bazad a euristicii pentru rezolvarea Problemei 2 constd in calculul
profitabilitatii fiecarui proiect §i acceptarea celui mai profitabil, reludnd procedura cét
timp are loc (6.6). Solutiile obtinute in acest mod reprezintd, de obicei, aproximari
foarte bune, fara a fi optimale.

Algoritmul pentru metoda primali a gradientului efectiv este urmatorul:

Algoritmul 6.1. (Metoda primali a gradientului)

1. [Initializiri] Se face T,=@, T,=T, P,=(0,0,...,0), Z=0 si X=0, pentru i=1,2,...,m.
2. [Proiecte candidat] Se determind mulfimea proiectelor candidat:
Tc={P;|Pie Tp, L<B-P,}.
3. [Terminare] Daca T, = &, atunci STOP (nu mai existd proiecte candidat).
4. [Calcul gradienti] Se calculeazd gradientii efectivi ai proiectelor din T astfel:

Daci P, = 0, atunci E nu poate fi calculat §i se calculeazi G; = K; - n n’?/ ﬁ:F,j ,

pentru P; € T¢. (Aceastd variantd de calcul corespunde cazului 73; =(1,1,..,1),

adica situatiei in care toate resursele au aceeasi penalizare. Aceasta situc;ie apare,
de cele mai multe ori, numai la initializarea procedurii.) Altfel se calculeaza:

(g (6]

172
G =K, /U= K,( ilC ) Li ,j J, pentru P; € T¢; in cazul cand iFUC] 0,
J:

1/2
|ﬁ|=[§c}) , E=B,/|B|, U,=F-E=(F-B)

se atribuie lui G; o valoare foarte mare, deoarece un asemenea proiect nu are o
penalizare si deci este foarte profitabil.

5. [Alegere] Se alege un Py cu cel mai mare gradient efectiv.

6. [Modificiri] Se face 7, =T, + {Pi}, P,=P, + B,,Z=Z+ Ky, Tp=Tp - {Pi} §i
Xi= 1.

7. [Ciclare] Se trece la pasul 2. &

Exemplul 6.3. Fie o multime de 8 proiecte cu datele din tabelul «:.1. care
folosesc doua resurse limitate. Resursele pot fi de orice tip ca de exemplu bani,
numirul de ore de procesare, numirul specialistilor, numarul maginilor si altele.
Aplicand algoritmul prezentat, rezulta:

Pasul 1. T= {P,, Ps, .., Py}, T, =D, Tp = T = {P\, P, ..., Ps}, P, = {0, 0},
Z=0,X;=0,pentrui=1,2,...,8.
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P Hy H, K Fi Fn
P, 6 2 100 0.250 0.067
P, 2 8 400 0.083 0.267
P, 6 5 600 0.250 - 167
P, 4 6 800 0.167 0.200
Ps 9 3 300 0.375 0.100
P 3 2 200 0.125 0.067
P, 5 6 400 0.208 0.200
Py 1 7 500 0.042 0.233
Total 36 49 1.500 1.300
Limita 24 30 1.000 1.000

superioara
Tabelul 6.1.

Pasul 2. Tc= {P;| P; € Tp, I_’,-SE—]_’“} ={P,, Py, ..., Pg}.
Pasul 3. Deoarece T¢ = &, se trece la pasul 4.
Pasul 4. Deoarece I_’u = {0, 0}, gradientul efectiv se calculeazd dupid prima

varianti, obtinandu-se: G, = K;-n'?/ f:lF, ; =100-2'7/(0.250 + 0.067) = 446. In mod
j:

analog se obtin G, = 1616, G; = 2036, G4 = 3085, G5 = 893, Gs = 1475, G; = 1386 si
Gy =2571.

Pasul 5. Proiectul cu gradientul efectiv maxim este P,, deoarece G4 = 3085
este valoarea maxima calculati in pasul 4.

Pasul 6. Se efectueazi atribuirile: 7, = T, + {Ps} = D + {Py} = {P4},
P, =P, + P, =(0,0)+ (0.167, 0.200) = (0.167, 0.200), Z= Z + K, = 0 + K, = 800,
Tp=Tp- {Ps} = {Py, Py, P3, Ps, Ps, P, Pg}, Xy = 1.

Pasul 7. Se trece la pasul 2.

Pasul 2. Tc= {P;| P; € Tp, B<B — P,} = {Py, Py, P3, Ps, P, Py, Py}.

Pasul 3. Deoarece T¢ = &, se trece la pasul 4.

Pasul 4. Deoarece 1_’,‘::0, gradientii efectivi se calculeazid dupd varianta a

doua:
172
G,=K,L§lc}) / LilF, iC j)=100/(0. 167°4+0.200%)'"%/(0.250-0.167+0.067-0.200)=473.

in mod analog se obfin: G,=1549, G;=2083, Gs=947, Gs=1524, G,=1394 5i G5=2429.
Pasul 5. Proiectul cu gradientul efectiv maxim este Pj.
Pasul 6. Se efectueazi atribuirile: 7,=T,+{Ps}={P4,Ps}, P,=P,+PF=(0.167,
0.200)+(0.042,0.233)=(0.209,0.433), Z=Z+K;y=1300, Tp=Tp-{Ps}={P1,P2,P3,Ps,Ps,
P7}, ngl .
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figura 6.3. ilustreaza procesul acce

Pasul 7. Se trece la pasul 2.

Dupa patru reludrni ale procedunii, 7 devine vidid si algoritmul se incheie.
Solutia finald este: Z =2600, X, =X, = X3 =X, =Xs =X =1, X5 = X7 = 0,
T, = {P\, Py, Py, Py, Ps, Py}, Tp = {Ps, P;} si P, = (0.917, 1.000). Tabelul 6.2. si

ptari proiectelor la fiecare iteratie.

Fig. 6.3.

G; 1 2 3 4 5 6

G, 446 473 596 488 446 501

G, 1616 1549 1447 1524 1565

G, 2036 2083 2320

G, 3085

Gs 893 947 1187

Gs 1475 1524 1750 1552

G, 1386 1394 1479 1402 1390

Gs 2571 2429 _

P, ](0.167,0.2)(0.209,0.433)|(0.455,0.6) (0.583,0.667)| (0.667,0.933) | * 917,1.0)
Tabelul 6.2.

Solutia obtinutd coincide cu cea optimala, gasitad prin enumerarea totald. B

L}

6.3. Programarea liniara a comenzilor cu variabile 0-1

Punerea problemei. Fiind date mai multe comenzi, fiecare dintre ele putind fi

acceptatd sau neaccepatata, se cautd identificarea unei ordini de efectuare optimali a

acestor comenzi, unele dintre ele putand fi efectuate partial. B

Pentru formalizarea problemei, se folosesc urmatoarele notatii:

m - numarul de comenzi;

n - numarul de resurse;
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K; - cresterea profitului asiguratid de comanda i, i=1, 2, ..., m;
L, - capacitatea limitd a resursei j, j = 1, 2, ..., n;
Hj; - cantitatea necesara din resursa j pentru satisfacerea comenzii i;
X; - variabile ce urmeazi a fi determinate (X; = 0 sau 1);
Z - functia obiectiv ce urmeazi a fi maximizati (minimizata). !
Problema de rezolvat consti in identificarea unei ordini de efectuare a
comenzilor care maximizeaza valoarea:
Z=K X\ +K; X, +...+K, X,

satisfacand restrictiile:

X;=0saul,

?H §XisL;.

Acesta este un caz special al problemei 0-1 a rucsacului.

Exemplul 6.4. Fie cazul a doud procesoare ce urmeaza sa furnizeze produsele
comandate de opt clienti. Duratele efectudrii comenzilor §i profiturile corespunzitoare
sunt prezentate in tabelul 6.3., capacititile limiti ale celor doud procesoare fiind 24,
respectiv, 30 de ore de lucru.

Ordinea propusa Procesorul I (ore) Procesorul II (ore) Profitul

P 6 2 100

D2 2 8 400

P3 3 2 200

Pa 4 6 800

Ds 9 3 300

Ps 6 5 600

P 5 6 400

Ps 1 7 500

Total 36 39 3300
Capacitati limita 24 30
Depisirea capacititii 12 9

Tabelul 6.3.

Avand in vedere faptul cd existdi doud procesoare, este convenabil si se
foloseasca in calitate de notatii vectori bidimensionali. Cu aceste notatii, c..nenzilor
P, P2 etc. le corespund vectoni (6, 2), (2, 8) etc.

Notand cu R vectorul rezultat al tuturor comenzilor, cu L vectorul capacitate
maximald si cu S surplusul de ore pe cele doui procesoare, rezulti urmitoarele

ecuatii vectonale:
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17=1_7l+1_7_3+._._.+;_73,
S=R-L,
I =(24,30),
ilustrate pe figura 6.4. Zona dreptunghiulari definiti de punctele 0, L;, L, L, contine
puncte cdrora le corespund extremitifi ale vectorilor R ce definesc comenzi
efectuabile de catre cele doud procesoare.

Ly

o Procesorul Il

Procesorul I L

Fig. 6.4.

Daca se elimind comanda ps, punctul R se deplaseazd in extremitatea
vectorului p; si are loc o pierdere egala cu 500. Contributia comenzii pg !« procesul
de apropiere de punctul L (dealungul vectorului S) este egald cu lungimea proiectiei
vectorului pg pe vectorul S. Este preferabil si se elimine acele comenzi a ciror profit
este mic fatd de lungimea proiectiei pe vectorul S a vectorului corespunzitor
comenzii considerate. Drept masura a contributiei unei comenzi, numitd in continuare
gradient efectiv, se consideri raportul dintre profitul comenzii p; §i proiectia pe S
a vectorului corespunzator p,.

Dacid se noteazi cu # versorul vectorului S, atunci proiectia u; a vectorului
-P; pe -u este definita de produsul scalar:

u; = (—ﬁi) ("ﬁ) »

unde, in cazul exemplului studiat, & are expresia:
7=5/[3] =(12/(122 +99) "% 9/(12%+ 92)"2).
Pentru u, se obtine:
w=p,-u=6-12/(12%+ 92)lz + 2-9/(122+92)l2 =90 /(12* +92)%.

Gradientul efectiv G; al vectorului p; are expresia:
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Gi=K/u=K/(p,-8),i=1,2,...,m.
Pentru exemplul studiat, se obtin urmatoarele valori ale gradientilor efectivi:
G =11-5G6,=42-5,G;=3.7-5,G,=7.8-8,
Gs=22-5,G¢=51-§5G;=35-5Gg=6.6-S.
Ordonand comenzile p; crescitor fata de gradientii efectivi, se obfine sirul:
P15 P P1> P3; P> Pé Ps, Pa- '

Identificarea unei solutii a problemei studiate consta in eliminarea succesiva a
comenzilor pana cind depasirile capacitatilor celor doud procesoare devin negative,
urmata de adiaugarea, dacid e posibil, a unor comenzi cu gradient efectiv mic astfel
incédt depasirile capacititit procesoarelor si nu devind pozitive. Modul in care se
obtine o solutie pentru exemplul dat este ilustrat in tabelul 6.4. Rezultd c@ daca se
elimina comenzile ps §i p; se obtine un profit egal cu: 3300 - 300 - 400 = 2600.

Procesorul 1 Procesorul 2
Surplusul initial de ore 12 9
Eliminarea comenzii p,(6, 2) 6 7
Eliminarea comenzii ps(9, 3) -3 4
Eliminarea comenzii p+(5, 6) -8 -2
Adaugarea comenzii p,(6, 2) -2 0
Tabelul 6.4.

Alta solutie cu acelasi profit se obtine eliminind comenzile p,, p; §i p~-

Vom prezenta in continuare unele mbundtifin §i generalizin ale acestei
proceduri pentru planificare.

Se observa mat inti ca:
Gi:Ki/(I_’i'H):Ki/(ﬁi'E/S)zKi'S/(I—’i‘g)’
unde S figureazd ca factor comun in tofi gradientii efectivi. Rezultd cd este
convenabila utilizarea in calcule in locul lui G; a valorii G| definité prin:
G=K/(p -8),i=1,2,.,m

Valoarea G; reprezintd gradientul efectiv relativ i este numita tot gradient efectiv.

Daca punctul rezultat R este situat in modul ilustrat pe figura 6.5., calculul
gradientulut efectiv trebuie efectuat dealungul directiei S, §i nu §;, deoarece punctul
reprezentativ al solutiei optimale nu poate avea o ordonata mai mare decat cea a lui R.

Uneori, procesul de eliminare a unora dintre comenzi aduce succesiv punctul R
intr-o regiune (vezi figura 6.6.) in care restrictiile relative la procesorul I nv mai sunt
aplicabile. Aceasti situatie are loc daca punctul figurativ A al solutiei optimale are
pozitia din figura 6.6.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Programare liniara intreaga 313
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Fig. 6.5.
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Fig. 6.6.

in asemenea cazuri se poate incerca reluarea eliminirii, plecind de la
punctul R, a altor comenzi astfel incit intrarea in zona dreptunghiufari d.finitd de
punctele O, L, L, L, si se efectueze pe un drum cat mai apropiat de L. Aceasti
strategie nu conduce insi intotdeauna la o imbunititire a solutiei. In afari de aceasta,
atunci cand punctul R este apropiat de L, directia vectorului S poate deveni instabila,
schimbidndu-se mult dupi fiecare eliminare a comenzilor. Pentru evitarea dificultafilor
mentionate, in cazul unui numar mare de procesoare §i comenzi, se recomanda
urmitoarele strategii de recalculare a gradientilor efectivi:

Metoda I: Cand are loc eliminarea depagirii capacitafii macar a unui procesor.

Metoda II: Cénd are loc eliminarea a d sau sau mai multe depagiri, unde d este
un numdr mic fatd de numarul total de procesoare.

Metoda III: Cand a avut loc eliminarea unei comenzi.

Metoda IV: Cand a avut loc eliminarea a ¢ comenzi, unde ¢ este un numar mic
fata de numirul total de comenzi.
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Rezultatele experimentale dovedesc o foarte buni eficientd a euristicii propuse,
in multe cazuri fiind obtinute solutii optimale sau aproape optimale.

6.4. Problema depozitarii

Punerea problemei. Se considerd depozitarea unor produse in depozite cu
capacitate nelimitatd. Trebuie si se minimizeze Z = X C;X;; + L FY; cu condifiile
ij i

‘Z_X,.j =l,pentruj=1,2,.,m0<X;<Y,<1,Y,=0saul,pentrui=1,2,..,msi

j=1,2, .., n,unde m este numarul depozitelor; n este numarul clientilor; C;; = t; D;; t;;
este cost ce include costul utilizarii depozitului 7, costul operatiilor de def ~zitare §i
transportul de la depozit la clientul j; D, este cererea consumatorului J; Xy este
fractiunea din D; furnizatd de depozitul i; F; este costul fix asociat depozitului i. B

Termenii de depozit deschis, inchis si liber au semnificafiile de depozit ce
poate fi folosit, depozit ce nu poate fi folosit, respectiv depozit potential, nedeclarat
incd deschis sau inchis.

Euristica propusé are la baza ideea identificdrii unui drum in arborele generat
de metoda B&B (Branch and Bound) utilizind mai multe reguli de ramificare.
Cea mai buna dintre solutiile identificate este acceptata drept solutie a problemei.

Problema este mai intdi rezolvati ca o problemid de programare liniara, fara
restrictii privind integritatea valorilor Y;. Fie Z; o solufie obtinuta astfel. Daca toti Y;
sunt intregi, atunci problema este rezolvati. Altfel Z, devine marginea inferioarid a
problemei. In continuare se alege un Y; neintreg si se rezolvi doud probleme auxiliare
cu Y; = 0, adica depozitul k este inchis, respectiv Y, = 1, adica depozitul k este
deschis. In reprezentarea pe arbore aceasta corespunde la doui arce divergente din
nodul asociat solutiei Z,. Daca Z, i Z; sunt cele doua noi solutit (evident ca Z, 2 Z; si
Z, > 7o) atunci Z = min(Z,, Z,) este noua margine inferioard pentru problema
studiati. Procedura continud pani ce marginea superioara curenta devine egala cu
marginea inferioard curenta.

Pentru accelerarea procesului de identificare a solutiei se folosesc trei
simplificiri descrise in continuare.

Prima simplificare determind o margine minimald pentru a decide un depozit ca
fiind deschis. Daca aceastd margine este pozitiva, depozitul respectiv este declarat
deschis. Cu K, K, si K, se noteazd mai jos mulfimile de indici ale depozitelor
declarate inchise, deschise, respectiv libere. Marginea mentionata 4; se calculeaza cu
formula urmatoare:
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4= jeZR_ {mli(n [max (C,g- -Cy, 0)]}— F,

unde i € K;, k € K, U K;, k € N, k+# i, cu N, se noteaza mulfimea depozitelor ce pot
deservi clientul j, P; este multimea clientilor ce pot fi deserviti de depozitul i si
numarul de elemente din P; se noteazi in continuare cu n;.

A doua simplificare constituie un mijloc de reducere a lui n; in felul urmator:
daca pentru | € K;, j € P; are loc min(Cy; - C;) <0, unde k& € K; n N, atunci n; se
reduce cu 1. Daci inegalitatea are loc pentru toti j € P,, atunci n; = 0 §i ¥, = 0, pentru
toate ramurile divergente din nodul corespunzitor.

A treia simplificare determind o margine maxima a reducerii costului
deschiderii unui depozit. Pentru i € K;, j € P; aceasta margine este calculatid cu
formula urmatoare:

Q=3 {mjn |max(cy - ¢, 0)]} —F,
jer Uk
unde k € K, k € N, Daca (2 <0, atunci Y; = 0, adici depozitul i se considera inchis
pentru toate ramurile divergente din modul examinat.

Cele opt reguli de ramificare sunt:

1. Regula Delta maxim 5. Regula Delta minim

2. Regula Omega maxim 6. Regula Omega minim
3. Regula Cererii maxime 7. Regula Cererii minime
4. Regula Y maxim 8. Regula Y minim

Regulile 1 = 4 (respectiv 5 + 8) se numesc de tip [ (respectiv de tip 2).
Regula 1 (respectiv 5) alege depozitul liber cu cel mai mare (cel mai mic) 4;
din multimea de depozite libere din nodul in care 4; < 0.

Regula 2 (respectiv 6) alege depozitul liber cu cel mai mare (cel mai mic) £
din multimea de depozite libere din nodul in care €2 < 0.

Regula 3 (respectiv 7) alege depozitul liber cu cel mai mare (cel mai mic) Y;
din multimea de depozite libere din nodul in care Y; nu este intreg.

Regula 4 (respectiv 8) alege depozitul liber care poate satisface cererea totala
maxima (cererea totald minima) corespunzitoare nodului considerat.

Corespunzator celor opt reguli de ramificare sunt utilizate opt euristici. Fiecare
euristica alege un depozit £ liber (cu Y, neintreg), dupa care acest depozit este declarat
atat deschis (Y, = 1) cat si inchis (¥; = 0), celor doua declaratii corespunzandu-le doua
noduri aditionale, ramurile corespunzitoare fiind numite ramurd deschisa, respectiv
inchisa. Ideea de bazi a euristicii poate fi formulata astfel: se traseazi drumul preferat
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ce rezultd din aplicarea unei reguli de ramificare particulare. Aceastd 1dee este

Ramuri . /El

preferate L

ilustrata in figura 6.7.

B

Ramuri
nepreferate

Fig. 6.7.

Euristica propusa are structura ce urmeaza.

Algoritmul 6.2. (Depozitare)

1. [Initializare] Se inifializeazd mulfimile N, P;, Ko, K,, K, pentru prim.l nod al
arborelui.

2. [Simplificari] Se parcurg ciclic simplificarile pentru nodul inifial cu metodele de
simplificare. Daca K; = I, atunci se trece la pasul 3, altfel se trece la pasul 4.

3. [Solutia reald] Rezolva problema de programare liniard PL. Dacd problema PL nu
are solutie, atunci STOP. Daci problema PL are o solufie terminald (Y, = 0 sau
Y, = 1, pentru orice k), atunci aceasta este solufia optimala si STOP.

4. [Terminare] Daca au fost aplicate toate regulile de ramificare (regulile 1+8),
atunci s-a obtinut o solutie euristica a problemei §i STOP.

5. [Alegere reguli] Se selecteazd o reguld R de ramificare incd nefolositd. Daca
nodul curent este cel initial, se rezolva problema PL pentru a gisi mulfimea Y.

6. [Alegere depozit] Se alege un depozit conform cu regula selectatid. Daca regula
este de tip 1, atunci se considera depozitul ales deschis; altfel (regula de tip 2) se
considera depozitul ales inchis.

7. [Simplificari] Se parcurg ciclic simplificirile utilizand metodele de sinsplificare.
Dacia s-a intdlnit o conditie nerealizabila, atunci se trece la pasul 4. (O conditie
nerealizabild are loc dacd un depozit deschis este constrins si fie inchis fie
datorita tipului regulii de ramificare fie in ciclul de ramificare).

8. [Determinare Y] Daci a fost utilizatd regula de ramificare R, atunci se identifica
mulfimea Y.

9. [Ajustini] Daca K, = J, se rezolva problema PL §i se schimba solutia euristica
daca este necesar, adicd daci aceasta solutie este mai buna decat solutia obtinuta
anterior, apoi se trece la pasul 4. Altfel se trece la pasul 6. &
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Metodele de simplificare pot fi sistematizate ca in urmaitorul algoritm.

Algoritmul 6.3. (Simplificare)

1. [Test radicind] Daca nodul curent nu este ridicina arborelui, atunci se trece la
pasul 4.

2. [Calcule 4] Se calculeazd 4; pentru depozitele libere. Se alege un depozit i cu
4,> 0. Daci nu exista un astfel de depozit, atunci STOP.

3. [Pozitionare] Se considera depozitul i deschis, se reinifializeaza multimile K, §i
K si se trece la pasul 5.

4. [Test ramura inchisd] Daca ramura este inchisd, atunci se trece la pasul 6.

5. [Simplificarile 2 si 3] Daca K, = &, atunci STOP. Altfel, se reinitializeaza P, n,,
Ko, K; si dacd K; = O, atunci STOP. Altfel se calculeaza (2, pentru toate
depozitele libere si se alege un depozit i pentru care (2 < 0. Dacéd nu existi un
astfel de depozit, atunci STOP. Altfel se considera depozitul i inchis §i se
reinitializeazd K, si K.

6. [Elimindri clienti] Dacid K, = &, atunci STOP. Altfel, dacé exista clienti deserviti
de depozite ce au fost inchise care sa fie mai bine deservifi de depozite deschise,
atunci se elimina acei clienti din multimile P; de depozite libere.

7. [Ciclare] Se trece la pasul 2. ®

Subrutina de simplificare este descrisa in [KHU72].

6.5. Euristica liniara de procesare pe masini
paralele independente

Punerea problemei. Fiecare dintre cele n lucrdri trebuie procesata fara
intrerupere pe unul din cele m procesoare paralele independente, obiectivul fiind
minimizarea timpului maxim de incheiere.

Este evident cad dacd o procesare data este modificatd pe calea reordonirii
lucrarilor pe oricare dintre magini, timpul maxim de incheiere nu se modifica. Rezulta
ca problema procesarii se reduce la asignarea lucrarilor pe masini.

O formulare a problemet utilizeaza variabile x; ce iau valorile 0, 1, pentru
i=1,2,..,nj=1,2,.., m unde:

_J 1 daca lucrarea / este atribuita maginii j,
¥5=10 altfel,

si variabila C,,,x ce reprezinta timpul maxim de incheiere. Variabilele x; se numesc
variabile de asignare. Problema poate fi formulata astfel:
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sa se minimizeze Cppay,
cu conditiile:

_gt,.j x; < Chax> pentruj=1,2, ..., m, 6.7)
$x, =1,pentrui=1,2,..,n, (6.8)

j=1
x;€{0,1},pentrui=1,2,..,mj=12,..,m, 6.9)

unde ¢; reprezintd timpul de procesare a lucririi i pe procesorul j.

Din conditiile (6.7) rezultd ca C,,, este cel putin egald cu timpul total de
procesare pe orice masina si conditiile (6.8) st (6.9) asigura procesarea fiecirei lucrarn

- - - - . - * - .a -
pe o singurd masina. In continuare, se noteazi cu C,,, valoarea unei solutii optimale.

Fie programarea liniara relaxata in care conditiile (6.9) sunt eliminate §i

inlocuite cu:
x;20,x;<1l,pentrui=1,2,..,mj=12,..,m,

unde restrictia x; < 1 rezultd din (6.8). Efectul relaxani constd in posibilitatea
procesarii unei lucrdri simultan pe mai multe masini. O programare parfiala poate fi
obtinuta din solutia programarii liniare relaxate pe calea asignarii lucrarii / maginii j
dacax;=l,pentrui=1,2,..,ns1j=1,2, .., m Lucririle ce nu figureaza 1 aceasti
programare partiald sunt numite lucrari fracfionate, datorita valorii neintregi a
variabilelor de asignare. In caz favorabil, solutia programirii liniare poate coincide cu
cea a problemei originale, atunci cand vanabilele x; iau valori intregi. In continuare
se deduce o margine superioara a numdrului lucrérilor fracfionate.

Problema programarii liniare contine m + n restrictii in plus fatd de condifiile
privind nenegativitatea. Rezulta ca existd o solutie optimald avand m + n variabile de
baza ce pot lua valori pozitive in timp ce celelalte variabile, care nu sunt de baza, iau
valoarea zero. Totusi, daca se aplica un algoritm de programare liniard pentru
obtinerea unei solutii optimale in care mai mult de m + n variabile iau valori pozitive,
se poate folosi o procedura in timp polinomial [HAD62] pentru a transforma solutia
obtinuta intr-o solutie optimala de baza. intr-o solutie optimala de baza C,,,, > 0, deci
Conax €ste o variabila de baza. Rezulta ca cel mult m + n - 1 variabile de asignare sunt
de baza. Deoarece nici o pereche de conditii (6.8) nu contine o aceeasi variabila, este
posibilad selectarea unei multimi B de n variabile de asignare de bazd, asifel incat
fiecare restrictie (6.8) sa contina exact o variabild de bazi din aceastd multime.

Numarul de variabile de asignare de bazi este m - 1, multimea lor fiind notata
in continuare cu B’. Dacd n > m - 1, cel mult m - 1 restricii din (6.8) contin o
variabila din B’ in plus fati de o variabili de bazi din B, in timp ce n - m + 1 dintre
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ele contin o variabila de bazi din B si nici una din B’. In restrictiile ce contin o
singura variabila de bazi, aceastd variabild are valoarea unu deoarece celelalte
variabile, care nu sunt de baza, iau valoarea zero. Rezulta ca, pentru n > m - 1, cel
putin n - m + 1 variabile iau valoarea unu §i in consecinta cel putin n - m + 1 lucran
figureaza in programarea partiala si m - 1 lucrari sunt neprogramate.

Ideea unui algoritm euristic este urmaitoarea. Mai intdi se rezolvd problema
programarii liniare relaxate §i, daca este necesar, solufia obtinutd este transformata
intr-o solutie optimala de bazid. Programarea partiald este definitd de variabilele de
asignare ce iau valoarea unu. Pentru n < m - 1 solutia parfiald poate fi vida.
Programarea completd se obtine addugind lucrarile fractionate la programarea
partiald. Sunt considerate toate asignarile posibile ale lucrdrilor fracfionate i se alege
asignarea ce asigurd cel mai mic timp maximal de procesare. Aceasta euristicd, ce
constd din programare liniara §i apoi enumerare, este notata in continuare cu PLE.

Pentru deducerea complexitatii euristicii propuse se poate observa, mai intii, cd
problema programadrii liniare cu m « n + 1 vanabile §i m + n restrictii, poate fi
rezolvata polinomial cu algoritmul lui Khachian [KHA79]. Orice transformare a
solutiei intr-una de baza necesitd de asemenea un timp polinomial. Deoarece exista
cel mult m - 1 lucrdn fractionate ce urmeazia si fie asignate masinilor, pe calea

m-1

enumerdrii complete, rezulta ca sunt generate cel mult m"™ programan ce unt apoi
comparate in etapa a doua a algoritmului. In consecinti, pentru un m fixat,
complexitatea euristicii este polinomiala §i pentru m arbitrar complexitatea este

exponentiala.
Teorema 6.1. Pentru m > 3, C,’;';f / Chx <2 §i aceasti margine este cea mai
buna posibil.

Demonstratie. Fie C,’;ix valoarea solutiei optimale a programdrii liniare

relaxate 1 C E

max timpul maxim de elaborare a programdrii lucrérilor fractionate,

considerate separat. Deoarece programarea liniard relaxatd furnizeazd o margine
inferioara, rezulta ca:

c. >crt (6.10)
De asemenea §i programarea optimala a lucrdrilor fractionate furnizeaza o margine
inferioard a timpului maxim de incheiere a programirii. Prin urmare:

Chan2CE ©6.11)
O programare posibild ce poate fi generatd de PLE consti in adiugarea la
programarea optimala a lucriarilor fractionate, considerata independent, a programarii

partiale obtinuta drept solutie a programani liniare relaxate. Rezulta atunci ca:
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CPLE <Pt +CE (6.12)
Din (6.10), (6.11) si (6.12) rezulta ci Cﬁf / Cmax <

Faptul cd marginea este cea mai bund posibil rezultd din exemplul 6.5. &

Exemplul 6.5. Fie un exemplu in care cele m magini sunt uniforme. Numairul
de lucrdrieste m §i t; =1,/ g, pentru i, j= 1, 2, ..., m, unde ¢, = m - I, g; = 1, pentru
j=2,3, ..,mty=(m-1)tsit;=1t pentrui=2,3, ..., m, pentru orice »: pozitiv.
O programare optimald se obtine daca lucrarea i este asignatd masinii i, pentru
i=1,2, .., m, in acest caz rezultind C,'m = t. O solutie, nu unica, a programarii
liniare relaxate este x;, =0, x;, =1,i1=2,..,mx;=1/(m-1),pentruj=2,3, ..., m
§i x; = 0, pentru {, j = 2, 3, ..., m. Pentru cazul particular m = 3, cele doud matrici
definite de ¢; §i x;; sunt:

J J
[: 1/2 1/2 0 1 1
ot i (172 0 ol
lx + 1/72 0 0
tij xU

Programarea parfiald asigneaza lucririle 2, 3, ..., m masinii 1 §i lucrarea 1 este
lucrarea fracfionatd. Enumerarea aratd ca lucrarea 1 este programatﬁ pe masina 1 de

unde rezulta C7LE

- A . PLE
. =2tsiin consecintd C, . / Coa

max
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7.1. Euristici de ajustare a costurilor in cazul
incertitudinii cererilor

Punerea problemei. Pentru problema alegerii dinamice a valorii loturilor se
propune o euristica bazata pe ajustarea stabilirii costurilor in cazul cand timpul la care
se efectueazi cererile este incert. B

Algoritmul lui Zangwill [ZANG69] rezolva problema alegerii dinamice a valorii
loturilor tinind seama de rezerve sau lipsuri. in cadrul extensiei acestei probleme,
prezentate in continuare, se considerd ca productia este planificatd pentru ». perioade
in vederea satisfacerii comenzilor L,,L,,...,L,, fiecare dintre ele fiind efectuata intr-o
singura perioada, definitd de o distribujie de probabilita{i pe cele n perioade. Costul
producerii cantitatii X, in perioada ¢ este dat de a X +b,&X;), unde &x)=0 dacid x=0 si
&x)=1 daca x=#0. Constantele a, §i b, sunt cunoscute pentru fiecare perioada.
Cantitatea D, comandata in fiecare perioada este o variabild aleatoare ce depinde de
distnibutia comund a perioadelor in care apare comanda L,. Inventarul initial /, este
cunoscut si inventarul de la sfarsitul fiecarei perioade este dat de I=I ,+X.-D,.

Valoarea inventarului pentru fiecare perioada are expresia A/, +s,;, unde

i
I'=max(/,0) si I, =1 —1I,. Costurile depozitarii A, i pierderile provocate de lipsa
de materiale s, sunt cunoscute pentru fiecare perioada. Deoarece deciderea productiei
pentru fiecare perioadd este luatd conform cererilor din toate perioadele anterioare,
X, poate depinde de toate cererile din perioadele 1 pana la ¢-1.

Sunt propuse pentru rezolvarea acestei probleme trei euristici bazate pe
algoritmul Zangwill. Pentru fiecare dintre ele, problema data este modifica. intr-una
fara incertitudini, in cadrul cireia fiecare cerere L, apare intr-o perioada specificata,
dupa care se aplica algoritmul Zangwill, care este optimal.

Solutia determinista ignora efectiv incertitudinea pe calea atribuirii fiecarei

cereri L, cu o penoada scadentd, mai precis, cererea L, este programatd in prima
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




322 Algoritmi euristici

perioada ¢, pentru care probabilitatea ca aceastd cerere sa apara in timpul sau inaintea

perioadei scadente este cel putin 1/2. Euristica deterministd este o procedura cu

urmitorii doi pagi:

1. Se specifica faptul ca fiecare cerere apare in perioada scadenta.

2. Se aplica algoritmul Zangwill pentru obtinerea solufiet deterministe, adicd un
plan de productie fix. B

Euristica timpului de asignare a prioritatii cuprinde urmatorii trei pasi-

1. Se cautd perioada scadentd pentru fiecare cerere, ca si in cazul euristicii
deterministe.

2. Se verifica faptul ca fiecare cerere apare cu s perioade inaintea perioadei scadente
sau in prima perioadd mai mare (mai lunga).

3. Se aplica algoritmul Zangwill in vederea obtinerii unei solufii cu timp de asignare
a prioritatii. B

Euristica ajustarii costului cuprinde urmatorii trei pagi:

1. Se specificd faptul ca fiecare cerere apare in perioada scadentd, definitd ca §i in
cazul euristicii deterministe.

2. Se definegte un nou cost de furnizare b: pentru fiecare perioada, acest cost fiind
egal cu costul de furnizare original plus costul asteptat al lipsei de materiale
provocate de cererea scadentd (cererile scadente) intr-o perioadd ¢ anterioard
(definitia lui b,‘ este datd mai jos).

3. Se aplicd algoritmul Zangwill pentru obfinerea solutiei euristicii de ajustare a
costului. m

2 . e . - » . - .

In vederea definini costului ajustat b,, fie variabila aleatoare H,, ce ia
valoarea 1 daci cererea L, apare in perioada ¢ §i valoarea 0 in caz contrar.
Costul ajustat are expresia:

b =b+3 S, kéH,-kD,

i\y=1’/
unde i parcurge toate comenzile programate in peioada ¢.

Euristicile descrise au fost testate pe mai multe exemple, unul dintre ele fiind
descris in continuare.
Exemplul 7.1. Consideram un numir de 12 perioade, in fiecare dintre ele fiind
programati cite o cerere, conform tabelului 7.1.
Perioada| | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 ] 12
Cererea | 31 | 68 { 32 | 81 | 40 [ 35 | 32 | 70 | 91 [ 30 [ 30 | 34
Tabelul 7.1.
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Fiecare cerere apare cu urmditoarele probabilitdfi: 0.2 cu doua periode mai
devreme, 0.2 cu o perioadd mai devreme, 0.3 in perioada programati, 0.3 cu o

perioadd mai tarziu. Tabelul 7.2. cuprinde costurile, care sunt propuse stationare.
Costul de productie (a,): 0
Costul de furnizare (b,): 100
Costul pierderilor (s,): 5
Costul depozitarnii (k) 1
Tabelul 7.2.

Tabelul 7.3. cuprinde solutiile pentru exemplul studiat. Tabelul 7.4. cuprinde
rezultatele furnizate de cele trei euristici §i un algoritm optimal [BURE4]. B
Perioada
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12
Solutia determinista [ 31 100 0 121 0 67 O 70 121 O 64 O
Asigurarea prioritatia 131 0 121 0 67 0 70 121 0 64 O O
Ajustarea costului 99 0 18 0 O 0 193 0 O 949 O O

Tabelul 7.3.

Metoda Costul agteptat
Determinista 1799
Asigurarea prioritatii 1342
Ajustarea costului 1298
Optimala 1237

Tabelul 7.4.

7.2. Euristici pentru problema localizarii deservirii

Punerea problemei. Fiind datd o multime localizatd de consumatori, se cere
localizarea punctelor de deservire a lor astfel incét sd se minimizeze costurile.
Forma generala a problemei localizérii deservirii are enuntul:

min Z(S), unde Z(S) = ’Erjrgg d; + j:z:sf-,

unde / = {l, 2, ..., n} este mulfimea consumatorilor, J = {1, 2, ..., m} este multimea
facilitatilor, d;; reprezinta costul deservirii consumatorului / de facilitatea ;.

Orice solutie S a problemei localizarii deservini induce o partifie a mulfimii /
dupa cum urmeaza:

i € P;daca di; = mind,;, I = UP,.
jes - ses

Reciproc, orice partitie {P};cs a multimii / induce o solutie a problemei

localizarii deservirii §i anume, pentru fiecare multime P; se rezolva problem:.
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C;= min Zd +f) (7.1

*  consumator
O punct de deservire

x  punct median

Fig. 7.1.
Rezolvarea optimald a problemei localizini deservirii este echivalentd cu

N
rezolvarea optimala a problemei partifionarii cu ajutorul mulfimilor P = : PJ} '1’ adica
J:

mulfimea putere a lui /, unde N=2" - 1. Fiecarei multimi P; i se asociazi o pondere C;
definitd de (7.1). Problema studiati consta in identificarea unei acoperiri a mulfimii /
de cost minim. O acoperire de cost minim este de fapt o partific deoarece
P, c P, = C, £ C,. Figura 7.1. ilustreazi medianele induse de partitie.

In termeni de acoperire cu mulfimi problema localizirii deservirii poate fi
formulata astfel:

mmg‘,ijj ,

Definitia 7.1. O multime S c / este circular convexa daca 3;° € J astfel incit

cu conditia %au x;21,iel,undex; € {0,1},j€P.

pentru toate perechile s, tcus e S,te I, dis>di,=>te S B
Pentru cazul in care costurile sunt egale cu distanfele euclidiene i: plan, in
figura 7.2. sunt reprezentate doua multimi, prima fiind circular convexa si a doua nu.

[ ] . » - x e .
. [ % X - . [ x [}
. L x L] - - - X . .
n : x X xx x. : . . ) x X x" . .
a) b)
e punct € /, x punct € S.
Fig.7.2.

In cazul cand multimea J este discreti, o clasi restrictivd de multimi circular

convexe se genereaza astfel: pentru fiecare jeJ se identifica girul 4 ; i, S d s.<dy ,
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unde i;el; in cazul egalitdfii a doud elemente ordinea este arbitrara; pentru jeJ se
genereaza secvential multimile circular convexe pentru care j este centru: {i,}, {i),i2},
voos {01seestnt by {ltyeensin} -

Rezultd ca numarul de multimi convexe centrate in j este n.

Pentru rezolvarea problemei acoperirii cu mulfimi se foloseste, in calitate de
procedurd, algoritmul Chvatal [CHV79] prezentat in continuare.

Algoritmul 7.1. (Chvatal)
1. [Initializare] Se face ACOPERIRE = O&.
2. [Terminare] Dacd P; = & pentru oricej € {1, 2, ..., N}, atunci STOP.
m =  max H
Ce jeft,. N} G
[Ajustare] Se face ACOPERIRE = ACOPERIRE U {k}, P; = P; - P, pentr: orice j.

5. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B
Pagii 2 - 5 necesitd un numar de operatii proportional cu N. Acesti pasi se

3. [Alegere] Se determina k astfel incit:

repeta pana cand sunt acoperite toate cele n puncte ale multimii /. Deoarece la fiecare
iteratie multimea selectati contine maicar un element, rezulti ci numarul maxim de
iteratii este n, deci complexitatea temporala a algoritmului este O(n-N).

Tinand seama ca |J] = m §i cd numdrul de multimi circular convexe centrate
inj € Jeste n = (1], rezultd cd numarul total de mulfimi circular convexe este m-n.

Un prim algoritm pentru rezolvarea problemei acoperirii cu multimi este
prezentat in continuare.

Algoritmul 7.2, (Acoperire)
I. [Inipializare] Se identifica toate mulfimile circular convexe P; c [ si se face I’ = 1
st ACOPERIRE = O&.
2. [Terminare] Daca I’ = & sau P, = J, pentru orice j € {1, 2, ..., N}, atunc §TOP.

3. [Alegere] Se determind £ astfel incat: IL"I = max le’ .
)T

4. [Ajustare] Se face ACOPERIRE=ACOPERIREU{k}, P=P;-P; si C(P,)=C(P; - Py),
pentruorice j, I’ =1 - P;.
5. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B
Complexitatea algoritmului este O(n>-m).

O altd forma de implementare a problemei acoperirii cu mulfimi se deosebeste
de cea precedentd prin aceea ca la fiecare iteratie sunt generate toate multimile
circular convexe.
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In cel mai nefavorabil caz, pentru Algoritmul 7.3., timpul de lucru aze acelasi
ordin. Memoria necesara pentru Algoritmul 7.3. este matricea punctelor ordonate ale
lui / i matricea distantelor, adica O(m-n). Pentru Algoritmul 7.2. este necesard
memorarea matricei distantelor si a tuturor multimilor circular convexe. Deoarece
fiecare mulfime circular convexd poate contine pana la n puncte, rezultd cd memoria
necesari este O(n® m). Rezulti ci Algoritmul 7.3. este mai eficient.

Algoritmul 7.3. (Acoperire eficient3)

1. [Initializare] Pentru orice j € J, se sorteazd elementele lui / fajd de distanfa
crescatoare la j si se face I’ = I 5i ACOPERIRE = &.
[Terminare] Daci I’ = J, atunci STOP.

3. [Evaluare] Pentru orice jeJ, se evalueaza toate submultimile circular convexe ale
lui I’ In conformitate cu ordinea din pasul 1. Pentru fiecare mulfime se calculeaza
|P//C(P). Se memoreaza numai P, §i C(P;) care maximizeazi valoarea de mai sus.
[Ajustare] Se face ACOPERIRE = ACOPERIRE w {k}sil’ =TI - P,.

5. [Ciclare] Se trece la pasul 2. &

Complexitatea algoritmului este cel mult O(r*-m).

7.3. Problema reaprovizionarii comune

Punerea problemei. Se cere identificarea unei strategii eficiente de
reaprovizionare a unei firme furnizoare pentru satisfacerea tuturor cererilor mai
multor clienti. B

Pentru problema reaprovizionirii comune se poate arita (vezi [VEI69]) ca o
strategie optimald constd in comanda fiecdrui articol intr-un interval de timp ¢, daca
inventarul lui la sfarsitul perioadei (¢ - 1) este nul. Se presupune ci intervalele de timp
succesive au o duratd egald cu 1. Fie un articol / pentru care se efectueazd doua
comenzi succesive in perioadele s si ¢, unde | < s <¢ < T+ 1, T fiind orizontul
temporal al reaproviziondrii. Rezulta ca reaprovizionarea trebuie sa acopere cererile
din pcrioadele s pana la (¢ - 1). Fie in continuare urmatoarele definitii:

Ciy - costul articolului / solicitat in perioadele s pana la (¢ - 1), daca acest articol este

’_
comandat numai in perioadele s si t = K, + H; Zj (t — s)d._, unde K; este

=5+l e
costul comenzii articolului i, H, este costul inventarierii pc unitatea de timp a
articolului { §i d,, este cererea articolului i in perioada de timp 7,
X = { 1 daci articolul / este comandat numai in perioadele s g ¢,
ist —

0 altfel,
X = 1 daca orice articol este comandat in perioada ¢,
{0 altfel.
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Fie de asemenea notatiile:
K, - costul comun de efectuare a unei comenzi,
N - numarul total de articole.
Cu aceste definitii §i notatii, problema reaprovizionarii comune poate fi
formulata in termeni de programare liniara astfel:
Minimizeaza % i Tf C X,

P Pt élKOX, ’

cu conditiile:

ESX,-J, - ESX,.,U =0,pentrui=1,2,..,N,s=2,3,.., T,
XX, =1,pentrui=1,2,..,N,

s>1

>0,pentrui=1,2,..,N,s=1,2,..., T,

X - ’>ZSX ist
Xy, X;=0sau 1.

O metodai eficientd de obtinere a unei solutii optimale a problemei enuntate mai
sus este prezentata in continuare.

Ideea de bazd a curisticii constd in echilibrarea costului individual de
inventariere a unui articol cu costul necesar comenzii acestui articol. Mai precis, ori
de cate oni costul total de inventariere a unui articol, incepand cu ultima sa comanda,
depigeste costul individual al comenzii acestui articol, el devine candidat pentru
efectuarea unei noi comenzi. O comanda comund este efectuatd atunci cand costul
total de inventariere a tuturor articolelor candidat depaseste costul total al comenzii
lor plus costul comun al comenzii.

Fie ¢, ultima perioadi in care a fost comandat articolul i §i 7}, costul total de
inventariere al acestui articol in perioadele ¢, f;4), ..., f, presupunand ca nici o comanda
nu a fost efectuata in perioada . Atunci:

-t
T,=H, .ledi,l,-+j'
J:

In fiecare perioada ¢ in cadrul euristicii se calculeazi T}, pentru fiecare articol. Daca T,
depaseste pe K, atunci articolul / devine candidat al comenzii lui. Totugi, comanda nu
este efectuatid decdt dacd acesti candidati pot acoperi costul comenzii comune.
Rezultd ca in perioada ¢ se aplica urmatoarea regula.

Regula 1. Se comandid toate articolele candidat, adicid cele pentru care

. y + N .
T, 2 K,, in perioada ¢ daca %(T,, —K,-) > K. In continuare are loc trecerea la
i=1

urmatoarea perioada de timp.

Fie ¢ perioada in care a fost efectuata o comanda comuni in conformitate cu
regula 1. Este posibil ca un articol, care nu este un candidat, si impund o noud
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comandi, foarte curdnd dupi perioada 1. in acest caz, poate fi mai avantajos si se
comande acest articol in perioada ¢ in vederea evitdrii costului suplimentar in cazul
unei comenzi separate. Pentru ilustrarea acestei idei consideram urmétorul exemplu.
Exemplul 7.2. Fie doua articole cu H, = H, = 1 §i comenzile:
d,=0,pentrur=1,2,.. (m-1),
di= Ko+ Ki)/ (m- 1),
dy=0,pentrur=1,2, ... m,
Ay = (Ko + K3) /' m.
in conformitate cu regula 1 articolul 1 va fi comandat in perioada m si articolul 2
in perioada m + 1. Daca insd cele doui articole sunt comandate in perioada m, atunci
pentru articolul 2 rezulta un extracost de inventariere egal cu (K, + K;) / m insofit de o
reducere in costul comun K,,. Daca m este destul de mare, reducerea va fi mai mare
decit extracostul de inventariere. Pe langid aceasta, dacd numdrul N de articole este
mare, atunci intr-un exemplu similar, euristica va comanda fiecare articol intr-o
perioada distinctd, astfel incat costul comun va trebui achitat de N ori. Daca toate
articolele sunt comandate in aceeasi perioada cu primul, atunci se asigurd o economie
egald cu (N - 1) K, in costul comenzilor cu pretul unei cresteri mici a costului
inventarierii. Rezultd ci, in forma descrisd, euristica poate avea o performeonta oricat
de rea daci numairul de articole este mare. B
Fie f, perioada in care a fost efectuatd o comanda comuna i i un articol ce nu a
fost candidat sa fie comandat in aceastd perioadd deoarece T, < K. Pentru acest

articol, ultima perioadi ¢ in care a fost comandat satisface condifia ; < #,. Fie S,
manmea definita prin:

Si=H,; (to- 1) t d,',' ’
J=ly

care reprezintd economia in inventarierea articolului i dacd o comandd a acestui
articol este plasata in intervalul ¢,. Evident ca efectuarea acestei comenzi este indicata
dacd economia in inventariere este mai mare decit costul comenzii K; a articolului |.
De aici rezulta:

Regula 2. Daci la momentul ¢ ultima comanda comuna a avut loc in intervalul 7,
si articolul i n-a fost comandat in acest interval §i S, > K|, atunci si -articolul i este
comandat in intervalul ¢,.

Reflectarea acestei reguli constd in recalcularea lui T, Adica T, se calculeaza
incepand cu ¢, in loc de ¢,

Exemplul 7.3. Pentru a vedea de ce schimbarea ordinei, descrisa mai sus,

previne comportarea neeficienta a euristicii, fie din nou datele din exemplul 7.2.
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La momentul m+1, pentru articolul 2 cantitatea S, ,..; este (m-1) (Kop+K;)/m. Rezulta
cd Sy < K; dacad Ky € Ky/(m-1) si, in consecintd, euristica nu schimba ordinea
comenzii articolului 2 daca fie K, fie m au valori mici. Daci insd K, sau m au valori
mari, atunci euristica schimba ordinea articolului 2 i asigura o strategie optimala. B
in continuare se prezinti euristica cu observatia ci, pentru simplificare, se
introduce intervalul fictiv 7+ 1 de la sfarsitul orizontului temporal, in cacd -ul ciruia
comanda pentru fiecare articol este nula. -

Algoritmul 7.4. (Euristica acoperirii costului)

1. [Inifializari] Se face t = 1, T, = S, = 0, pentru onice i, §i t{, = t; = 1, pentru orice i.
Se comanda in prima perioada fiecare articol.

2. [Terminare] Se face t = ¢+ 1 i dacad t > T, atunci STOP.

3. [Determind candidati] Pentru fiecare articol / se calculeazd S, si dacia S; = K
(Regula 2: schimba comanda articolului #), atunci se plasecazd comanda articolului
i in intervalul £, si se efectueaza atribuirea ¢, = f,. Pentru fiecare articol i se
calculeazi T si se consideri drept candidati acei i pentru care T, > K.

4. [Regula 1] Daca _gi(T,-, -K ,-)+ > Ky se plaseazi o comanda a tuturor candidatilor

in intervalul ¢. Se face £, = ¢ i pentru toate articolele candidat se face f;=1t.
5. [Ciclare] Se trece la pasul 2. ®

Este usor de viazut ca T, si S, se calculeazi in timp constant cu aj.torul lui
T; .1 $1.S;.,. Deci complexitatea temporala a algoritmului este O(NT).

Se poate demonstra ci raportul dintre solutiile furnizate de eunistica propusa si
cea optimala este cel mult 3. Problema studiata este NP-completa.

Exemplul 7.4. Apliciand algoritmul precedent pentru datele Ky = 1, K, = I,
Kx=4H=H=1;d,=2,d,=4,d3=1,d;=3,dyy,=2,dy3=2;T=3;, N=2 se
obtin urmatoarele rezultate intermediare.

Pasul 1: Sefacet= 1,7, =851 =15, =8,,=0, ty = t, = t, = 1. Se efectuecaza
comenzile d, = 2 5i dy = 3.

Pasul 2: Se face ¢ = 2 i deoarece ¢ < T algoritmul continua.

Pasul 3: Se calculeaza:

Sp=H (v-1) ﬁldlj =0<K,=1§i5n=H,(lh- 1) ﬁldzj =0<K;,=4,
J= i=

deci nu au loc plasari conform Regulei 2. Se calculeazi:

T\,=H, tj . d,l+j = 1-d;;=4> K, =1, rezultd ci 1 este candidat, s
= -

T,,=H, tj . le+j = 1-d,; = 2 < K, =4, rezulta ca 2 nu este candidat.
J=1
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Pasul 4: Deoarece _ﬁl(Tiz—K,-)+=(4-1)++(2-4)*=3+0=3>K0=1, se plaseaza
=

comanda candidat d\,=4 in intervalul =2 §i se face #,=2 si 1,=2.
Pasul 2: Se face ¢ = 3 si deoarece ¢ = T algoritmul continua.

Pasul 3: Se géSCSCZ S”=H|(to-t|) iz dl_[ =0<K|=l $l Sz3=H2(t0-t2) iz dZ_] =d22+d23=
J= J=

=4=K,, deci, conform Regulei 2, se plaseazi comanda d,,=2 in intervalul =2 si se

face 1,=2. Se calculeaza T,:=H, fl Jdg, y =1-d|;=1= K|, rezulta ci | este c: ndidat, §i
Jj=
T»w=H, _ﬁ] Jj- dzz ‘) =1-dyp+2-d»3=6>K,=4, rezulti ca si 2 este candidat.
j:

Pasul 4: Deoarece 2(7;3 -K,.)+ =(1-1)"+(6-49"=0+2=2>K,=1,se

plaseazi comenzile candidat dj; = 1 §i d,; = 2 in intervalul ¢ = 3 si se face £, = 3 si
L=6=3.

Pasul 2: Se face ¢t = 4 i deoarece ¢ > T algoritmul se termina.

Toate comenzile au fost plasate conform tabelului 7.5.

Interval 1 2 3

Comenzi dy), dy d\2, do dis, di
Tabelul 7.5.
Solutia obtinuta este optimalad deoarece toate cele sase comenzi au fost plasate

in intervale succesive. @

7.4. Plasarea optimala a bancilor de conturi

Punerea problemei. Numirul de zile necesar pentru eliberarea unui CEC
intr-o banci din orasul j depinde de orasul i in care cecul este incasat. Rezultd ci,
pentru maximizarea fondurilor disponibile, o companie ce achita note de plata la mai
multi clienti din localitati diferite, poate considera ca fiind avantajos sa detina conturi
in mai multe banci, alese in mod strategic. Achitirile notelor de plata clienttlor din
orasul / se efectueaza de catre o banca din orasul j(i) ce dispune de cel mai mare timp
de cliberare. &

Fie I = {1, 2, ..., n} multimea locatiilor clientilor, J = {1, 2, ..., n} multimea
locatiilor de conturi, d; costul fix de mentinere a unui cont in orasul j, f; volumul in
dolari a cecurilor achitate in orasul i, p; numarul de zile, tradus in valori monetare,
pentru eliberarea unui CEC in orasul ; si incasat in orasul / §i X numarul maxim de
conturi ce poate fi mentinut. Toate aceste informatii se presupun cur “scute i
c;; = Ji py Teprezintd valoarea achitati clientilor din oragul / dintr-un cont din oragul ;.
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Fie:
1 daci un cont este mentinut in oragul j,
0 altfel.

Plata tuturor clientilor din orasul i dintr-un singur cont se considerd optimala.
Fie x;=1 daca clientii din oragul / sunt deserviti de contul j, si x; = 0 altfel. Laci y=0,
atunci x;=0, pentru toti ie]. Rezulta cd problema locatiilor conturilor (a bancilor de
conturi), numita in continuare (P), poate fi formulati in termeni de programare liniara
intreaga (/P) astfel:
z=max X X c;x; GZ d;y

ieljeJ v
jé\:Jx"f =l,iel (7.2)
1< Xy, <K (7.3)
jeJ
O<x;<y<liieljel (7.4)
x;51y;intregi, ie I, jeJ (7.5)

In lucrarea [GEO74] se propune o relaxare lagrangeani a problemei (P) in care
restrictiile (7.2) sunt ponderate cu multiplicatori §i introduse in functia obiectiv. Fie x §i
y vectorii x;,iel, jeJsiy,jeJ. Fie apoiu=(u,,u,...,u,) multiplicatorii restrictiilor (7.2) si

Lix, y,u)= Z Z Cy Xy Z d iezlu,(/gj X —1) =

= _}:[_Z(cij—ui)xij j)’,]+ 2u;.

jeJliel iel

Problema lagrangeana este definita de zp(u) = max, ,L(x, y, u), conditiile (7.3),
(7.4) si (7.5) si problema duali este z, = min, zp(¥). Se cunoagte ci zp > z.

Pentru « fixat, problema determindrii lui zp(u) poate fi rezolvatd dupid cum
urmeaza. Din a doua expresie a lui L(x, y, u) si (7.4) rezultid ca valorile optimale ale
lui x;; in problema lagrangeana sunt date de:

x;=y,dacdc;-u; 20,
x; =0, altfel.
Definind:
plu) = E,Imax(O, cy— u,-) —-d;,
se deduce ca valorile optimale ale lui y; rezolva problema:
max . pj(u)yj cu conditiile 1 < X yj <K,y;=0saul,jeJ
jeJ jed

in cadrul euristicii de tip Greedy propuse, se identifici mai intdi o locatie ce
rezolvi problema (P) pentru K = 1 si apoi se procedeaza recursiv. Fie k < K locatii
selectate. Daca exista o locatie neselectatd care creste valoarea functiei obiectiv,
atunci se cautd una care asigura o crestere maximala; altfel STOP.
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Algoritmul 7.5. (Plasare)

1. [Initializiri] Se face k= 1,J = Jsi 4 = min,, c;, pentru i € 1.

2. [Alegere] Se face p,(u") = E.lmax(o,c,-j —u,-k ) -d;,je J*. Se alege jx € J astfel
incat g = pjk(uk) =max . pj(uk). Daci g <0si | > 1, se face k= k- 1 si se
trece la pasul 4. Altfel se face J = J" U {ji). '

k-1

3. [Progresare] Daci [J| # K, se face k= k + 1, uf =max. .C;=u;

jery =t + max(o,

Cijy_, ~ u:‘_l ), pentru i € 1, si se trece la pasul 2.

4. [Terminare] STOP. (Solufia Greedy este data de y; = 1, pentru j € J si yi=0

altfel. Valoarea lui |J'| este k si valoarea solutiei este Zg= glu,l + 5:1 p;)n
i= Jj=

Exemplul 7.5. Fied=0,K=23i

{0 11 6 9]
7 0 8 2
C=[7 30 3J-

10 9 4 0

Calculele pentru exemplul dat sunt urmatoarele.

Pasul 1. k=1,J"=@,u' = (0,0, 0, 0).

Pasul 2. pyu')= _Zlmax(O, ¢y — ul) - d,=max(0,0-0)+max(0,7-0)+max(0,7-0)+

1S Ve
+max(0,10-0)=24, py(u') = .Zlmax(O, ¢ip —u}) - dy = max(0,11-0)+max(0,0-0)+max(0,
1€
7-0)+max(0,9-0)=23, py(u") = .zlmax(O,cB ~u}) - dy = max(0,6-0) + max(0,8-0) +
HS

+max(0,0-0)+max(0,4-0)=18, py(u' )= .Zlmax(O, Cig - u}) — dy=max(0,9-O)+max(0,7-0)+
+max(0,3-0)+max(0,0-0)=19, max _ . pile)=mu')=24, ji=1 5i S={1).

Pasul 3. u,-2 =u}+max(0,c,-jl - u,!).u12=0+max(0,c“-0)=0, u§=0+max(0,c,2-0)=7,
u=0+max(0,c,;-0)=7, u3=0+max(0,c,,-0)=10; 4*=(0,7,7,10).

Pasul 2. py(#°) nu se calculeazi deoarece J' = {1}. pz(u2)= Z.lmax(O, Cip — u,-2 ) =

€

=max(0,11-0)+max(0,0-7)+max(0,3-7)+max(0,10-10)=1 1,p3(u2)= _Zlmax(O, ch— u,.2 )
iIe

= max(0,6-0)+max(0,8-7)+max(0,0-7)+max(0,4-10) = 7, ps(u’) = .Zlma.x(O, Cig — ui2 ) =
1€

= max(0,9-0)+max(0,2-7)+max(0,3-7)+max(0,0-10) = 9. max .., pj(uz) =11,j2=2,
J={1,2},)]=2

Pasul 4. z, = iu}+ _flpj=o+24+11=35.-
i= Jj=
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7.5. Descompunerea euristicad a matricilor de trafic
In comunicarea satelitilor

Punerea problemei. Fiind datd o matrice n x n a traficului informational intre
n statii radio ce receptioneaza emisiunile unui satelit §i intercomunica intre ele, se
cere descompunerea matricei de mai sus intr-o suma ponderatd a unui numar mic de
matrici de permutare astfel incat suma ponderilor sd fie minimald. O matrice de
permutare n x n confine n elemente nenule, agezate in linii §i coloane distinc... W

Aplicatii posibile: comunicatii, televiziune, radio, retele de calculatoare.

Problema descompunerii matricii traficului (PDMT) se enuntad formalizat in
felul urmator.

Fiind datd o matrice n x n, T = () cu intriri nenegative, sd se giseascd o
descompunere a matricei 7, adici o secventi de matrici de permutare p', p°, ..., p¥si 0
secventd de ponderi nenegative /;, L, ..., I, astfel incat:

T< killk pk (cu sumare pe elemente). (7.6)
Durata totala d a descompunerii este egala cu:
d= iL/,‘,.
k=1

Problema consta in efectuarea unei descompuneri in care d sa fie minimizata cu
conditia ca valoarea lui ¢ sd nu fie prea mare.

Algoritmul propus are la baza ideea rotunjirii elementelor matricei T la valori
intregi si rezolvarea problemei puse pentru matricea intreaga astfel ob;inut{ﬁ. Pentru o
matrice T nenegativa de dimensiune n x n structura algoritmului este urmitoarea.

Algoritmul 7.6. (Descompunere)

1. [Cautare] Se cautd o unitate F > 0.
2. [Rotunjire] Se rotunjesc superior intrarile matricei la multipli ai lui F:

L.
Vi
t,-j=F- |

3. [Solutie intreagi] Se rezolvi problema descompunerii pentru matricea rezultata 7
(sau echivalent, pentru matricea intreagd U avand ca elemente (u,-,-) :(Li/ / FD
obtinuta prin impartirea acestor elemente la F).

4. [Rectificare solutie] Se ajusteazi descrescator descompunerea obtinutd in vederea
compensarii rotunjirii de la pasul 2. @

Baza algoritmului o constituie pasul 2 pentru rezolvarea caruia se ~onsiderd
doud metode pe care le expunem in continuare.
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Prima metoda, simpld §i rapida, foloseste colorarea arcelor. Fie u’ suma
maxima pe linii §i coloane a unei matrici U §i cazul particular al descompunenii de la
pasul 3 daca [, = 1 in (7.6). Aceastd problema coincide cu problema colordrii unui
graf bipartit avand varfurile r, §i ¢;, i, j = 1, 2, ..., n §i cite u;; arce paralele intre 7; §i c;.
Problema colordrii constd in atribuirea de culori tuturor arcelor astfel incat si nu
existe doud arce de aceeagi culoare convergente in acelagi varf. Arcele de aceeasi
culoare formeazi o Tmperechere §i matricea de adiacentd corespunzitoare, de
dimensiune n x n, poate fi completata arbitrar in vederea obtinerii unei permutari
complete de tipul celor din formularea (7.6). Metoda descrisd furnizeazi
descompunerea in u  matrici de permutare, dar nu poate fi adaptati in vederea
micsoririi numarului acestor matrici.

Problema determinani valoni lui F consta in determinarea unei valori minimale
a lui F astfel incit suma maxima pe linii §i coloane a matricii |t; / F] sa nu depaseasca
o valoare M data. Pentru aceasta se parcurg succesiv toate liniile §i coloanele matricei T
si se alege cca mai mare valoare a lui F. Fie pentru precizare primul rind al matricei 7,
pentru care se cautd cel mai mic F astfel incat:

i[t,j /F| <M.

j=
Pentru aceasta se consideri tabelul:
e /2 4,73 4,/4

by W4w,/72 4,73 14,/4
Daca un element ¢); este egal cu 0, ¢l este eliminat deoarece nu poate contribui la
identificarea valorii F. Altfel, dacd F este cuprinsa intre intrarile (/ - 1) si / ale
randului j (sau egald cu intrarea /), atunci | f; / F| = I. Cu alte cuvinte, | 1; " F | este
egala cu | plus numarul de elemente din rind mai mari decét F. Prin urmare:

i{ 4,/ F .l = n’ + numdrul de elemente din tabel mai mari decat F,

unde n’ este numarul de elemente nenule. In continuare se identifica cel mai mic F

astfel inciat cel mult M - n’ elemente si fie mai man decdt F, adicad F este al

(M - n* + 1)-lea mai mare element din tabel.
O margine superioara a lui F este:
F=——— under = ﬁ:t /j
TM-n+l =Y VAL

deoarece:

f{:‘ItU/F-|<j:1(tlj/F+l)=’i/F+n=(M—n+l)+n=M+1

$1 prin urmare i{’u / F-I <M.
J=
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Daci din fiecare rand j al tabelului se elimind primele |-t,-j /F .l—l elemente,
atunci ele coincid cu toate elementele mai mari decit F, numirul lor fiind

M= ﬂtlj / F]— n’', care este cupnins intre M - 2n’ + 1 §i M - n’. Rezultd ca F, care
j:

este al (M - n’ + 1)-lea mai mare element din tabelul inifial este al k-lea cel mai mare
element din tabelul redus, unde k= (M - n’ + 1) - M este cuprins intre ! §i n.

Procedeul descris se reia pentru toate randurile §i coloanele matricei T §i
furnizeazi valoarea cdutata a lui F.

in a doua metod, pentru a reduce numirul ¢ al matricelor componente ale
matricei U, se poate aplica urmatoarea strategie Greedy: Se selecteaza prima matrice
ponderati a permutirii /, p' astel incat suma maximi pe linii §i coloane : matricii
trafic rimase, egalid cu max(U - I, p', 0) si fie redusi cit mai mult. Drept rezultat, are
loc reducerea marginii #° a pumirului matricilor urmitoare care participi la
descompunere. Modul in care se determini p' §i /, este prezentat in continuare.

Fie r; 51 ¢; sumele elementelor din rdndul i si coloana j ale matricei U, obtinutd
dupa aplicarea pasului 3 al euristicii descrise mai inainte. Pentru rindurile (coloanele)
critice, adica randurile (coloanele) pentru care r; = u’ (¢ = u) trebuie satisficuti
condifia /; < uy, dacd p}j = 1. Pentru rindurile si coloanele necritice, valorile r;,
respectiv ¢;, satisfac conditiile »; < u, respectiv ¢; < u’. Pentru aceste randuri trebuie
satisfacute conditiile:

L <uy+ (u - r), respectiv [, < u; + u - c;), daca p,!j =1.

Rezultd atunci cd, pentru un rind oarecare (critic sau necritic), trebuie
satisfacuta conditia:
Daci p,]-j = 1, atunci /, Su;+ (u” - max{r, c;}). 7.7
Dupa determinarea lui p' si 1y, min(/, p', U) se scade din U. In continuare se
determini p si [, etc.

Exemplul 7.6. Fie matricea:

16 15 14
14 [3 5 6
U=15 [8 6 1| cuu*=16,
16 |5 4 7

sumele pe linii §i coloane fiind notate ldngd matrice. S presupunem ca se incearca
descompunerea matricei incepand cu /; = 7, ceea ce ar reduce pe u* la 9. Parcurgind
succesiv elementele matricei U se deduce ca singurele elemente ce satisfac conditia
(7.7) sunt cele ce urmeaza:
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lf..s
L?f;}'

Se observd ca nici un triplet al elementelor nenule din matricea precedentd nu

defineste o matrice ce descrie o permutare. Dacé se incearcd insa /, = 6, se obtine

If- 5 6}
8 6 o
I_o o 7

in care elementele ingrosate definesc o permutare (p'). Matricea definiti de partea din

matricea:

dreapta a condifiei (7.7) se obtine adiugind la fiecare intrare in U a minimului
diferentei dintre u  si sumele de pe linia §i coloana corespunzitoare intrarii
considerate. Rezulta:

01 2
[3 5 6] 2o 1 2] [3 ¢ 3l
[861'1“1 011J=l872J’
s 47 0looof |5 47

unde diferenfele mentionate sunt notate pe lingi cea de a doua matrice.

Tinind seama ci /, = 6 §i ci permutarea p' este cea mentionati, rezulti

descompunerea:
10 10 8
r3567r050]9306
6 1l=l6 0 ol+9 |2 6 1]
L547 00 6] 10 [5 4 1

Reluénd procedura pentru /, = 5 si {indnd seama de (7.7) se obtine:

) 00 2
f3061f001f3oﬂ
126 1141 o o 1l=l2 6 2l
L5410L000J541J

si descompunerea:

f3061f005130
12 6 1l=lo 5 ol+]2 1 1l
0 4

s 4 1] [5 o o
Continuand procesul rezulta:

[3 0 11 To o 1] [2 o ol f1001
[2 1 1l=12 o ol+lo o 1l+lo

0o 41 lo 20 o2 0] |o 1J

Prin urmare, ¢ = 5 matrici cu (!}, L, I3, 14, sy = (6, 5,2,2, 1).
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Observatie. Dupd cum se vede din exemplul prezentat, este pre“-rabil ca
pentru acelasi /, si existe mai multe matrici p*. Pentru identificarea lor simultani se
poate aplica o metoda Greedy.

7.6. Problema monedelor

Punerea problemei. Fiind date » monede, pentru care se banuicste ca ar exista
una falsd printre ele, mai grea sau mai ugoard decét celelalte, se cere identificarea
acestei monede, daci exista, §i eventual o moneda nefalsa din cat mai pufine cantériri
cu o balantd, fird greutdfi. Se presupune cd abaterea de la greutatea comund a
monedei false este suficient de mica astfel incat informatia furnizatd de mulfimi cu
numar diferit de monede sa fie neesentialid. B

Problema nu are sens pentru n < 2. Sd considerdm cazul particular n = 4.
Tindnd seama ci fiecare dintre cele patru monede poate fi mai grea sau mai ugoara
decit celelalte sau sd nu existe o monedd falsi, rezulta cd algoritmul de -ezolvare
trebuie sa furnizeze 2-4 + 1 = 9 rezultate posibile. Deoarece fiecare cantdrire poate sd
furnizeze trei decizii (multimea din stinga mai grea, multimi de greutdti egale sau
multimea din dreapta mai grea), rezultd ca problema poate fi descrisa, in cel mai bun
caz, cu ajutorul unui arbore ternar cu douid nivele. Solufia acestei probleme, in cazul
in care exista la dispozitie §i 0 moneda care nu e falsd, notata in continuare cu 0, este
prezentata in figura 7.3. Cu 1, 2, 3 sunt notate cele trei monede §i G, U si I reprezinta
respectiv deciziile: mai grea, mai usoara si monede identice.

01:23
< = r)j
—{2 31— o 4] {2:2]
= = -

~< = > < > <
(6] (0] [26] [36] (7] (8 [29] [16] [20])

Fig. 7.3.

Se observi cd existenta monedei O permite efectuarea primei cantariri folosind
trei dintre cele patru monede date, fapt ce asigurd, intuitiv, sciderea frecventei
participarii monedelor in céntiririle ce urmeazi. Aceastd observatie este confirmata
de faptul cd, pentru cazul cand moneda O /ipseste sunt necesare, in cel mai rau caz,
trei cantariri (vezi figura 7.4.).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



338 Algoritmi euristici

{12}
< = >
(1] i3] 3]
< = > < = > < = >
Lwilea] [ J[s6] | [sv]([[2v][1q]

4]

< = >

[2a] (1] (2]
Fig. 7.4

Fie in continuare cazul n = 12. O prim3 problemd in vederea elaborarii
algoritmului o constituie alegerea convenabili a primei cantariri. Pentru acesta se
observa ca pentru rezolvarea cazului cu patru monede sunt suficiente doud céntriri,
daca este disponibild o monedd nefalsi. Rezultd ca, pentru a asigura rezolvarea
problemei studiate cu trei cantdriri, cele 12 monede trebuiesc impirtite in ‘rei loturi
de cate patru monede, doui dintre loturi participand la prima cintérire. Dacéd aceste
doud loturi au greutdti egale, atunci toate cele opt monede participante sunt nefalse si
oricare dintre ele poate fi folositd pentru rezolvarea problemei cu monedele din al
treilea lot, In conformitate cu figura 7.3.

Riaméne de vdzut modul in care poate fi rezolvat cazul in care primele doui
loturi au greutdti neegale. Sa presupunem ca aceste loturi contin monedele numerotate
1,2, 3,4 sirespectiv 5, 6, 7, 8 i cd in urma primei cintdriri s-a constatat cd cele doua
loturi au greutafi diferite. Urmeazi si se precizeze cate monede trebuie sa participe in
a doua cantérire astfel incét trei cantirin sa fie suficiente pentru rezolvarea problemei.
Pentru aceasta se observa cd este necesar ca in a doua cantdrire sd participe 6 monede,
cate trei pe fiecare taler al balantei.

Daci cele doua loturi au greutdti egale, atunci riman doud monede dubioase i
pentru identificarea celei false este suficientd o singura cintarire, daci se stie ¢4 suma
greutatilor lor este mai mica (mai mare) decat greutatea a doud monede nefe - =.

Ridmane de precizat modul in care urmeaza sa fie alese cele doud loturi de cate
trei monede. Dacd notdm cu g; greutatea monedei de numar i,sd presupunem ca
rezultatul primei céntéariri este g, + g, + g3 + g4 < gs + g5 + g7 + g;. Pentru a asigura
conditia ci suma greutitilor celor douid monede rimase, dupi alegerea celor doud
loturi de céte trei monede, este mai mica decat greutatea a doud monede nefalse, este
suficient ca cele doud monede si apartind uneia dintre mulfimile {1, 2, 3, 4},
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respectiv {5, 6, 7, 8}. Sa presupunem ci s-a decis ca in loturile de cite trei monede si
participe monedele 1, 2, 5, 6, 7, 8. Rimane de vizut cum pot fi grupate aceste monede
in doud loturi de cédte trei monede. Este natural ca aceastid grupare si nu acorde
prioritate la oricare dintre monedele ce figureaza in acelasi lot al primei cantariri.
Doua loturi ce satisfac aceasta conditie sunt {1, 5, 6} si respectiv {2, 7, 8}.

Sa presupunem ca rezultatul celei de a doua céntann este g,+gstgs<g.tg,tgs.
Se verificd ugor ca singurele cazuri in care sunt satisfacute rezultatele celor doui
cantariri sunt 1U, 7G si 8G. Prin urmare, ori una dintre monedele 7 sau 8 este mai
grea orl moneda 1 este mai usoard. Rezulta ci in a treia cintirire trebuie sa participe
monedele 7 si 8. Daca rezultatul celei de a doua cantariri este g,+gs+gs=g,+g:+gs,
atunci rezultd ca una dintre monedele 3 sau 4 este mai ugoard, deci ele trebuie sa
participe la a treia cintarire.

Cazul in care g,+gstgs>g.tgrtgs se trateazi asemiamitor cu primul caz,
rezultatul fiind ilustrat pe figura 7.5. -

{ : ]
11.2.3.4:5,6,7 8 —

< |= >
By BN |y 5 o)
[26] [10] [36) 3] ] (0] [eq] [29] (36

Fig. 7.5.

in cazul cand rezultatul primei cantiriri este g,+g,+gi+g=gs+gs+g +gs, rezulti
ca toate monedele participante sunt nefalse §i problema se reduce la identificarea,
conform figurii 7.3. a monedei false dintre monedele 9, 10, 11, 12, folosind una dintre
monedele nefalse.

Cazul in care gtg,+tgstg>gstgstg,tgy se rezolva in mod asemidnitor cu
primul caz §i furnizeaza rezultate contrare celor mentionate in figura 7.5. Numarul
total al rezultatelor obtinute este egal cu 8§+9+8=25=2.12+1, adicd numarul tuturor
variantelor privind existenta sau nu a unei monede false.

Pentru cazul in care numirul de monede K; este egal cu (3' - 1) / 2, se poate
demonstra (vezi [REI77]) ca sunt suficiente / cantiriri pentru identificarea monedei
false, utilizind o monedi nefalsi. In cadrul algoritmului se foloseste strategia
prezentatd in exemplul cu 12 monede. Acest algoritm furnizeazid rezultatul dupi /
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pasi, deoarece / = log3(2K; + 1), unde 2K, + 1 este numirul de decizii necesare pentru
identificarea faptului daca existd sau nu o moneda falsa.

In cadrul algoritmului se considera trei stiri, descrise mai departe, si o functie
de transfer f care decide care este comparatia urmitoare, pentru o stare data.
Algoritmul este:

Algoritmul 7.7. (MonedaFals3)
1. [Initializdri] Se face i =/ st s = stare,.
2. [Evolutie] Atata timp cati> 1 se face s = f{s)sii=i- 1.
3. [Terminare] STOP. ®m

Funcfia de transfer f are urmatoarea structura.

Starea 1. Au ramas de ficut [ cantiriri, K; monede dubioase si 2K; + 1 decizii.
Se ageaza pe talerul din stinga K| monede §i moneda nefalsa §i pe talerul din dreapta
K., + 1 monede dubioase. Nu se folosesc K;, monede. Daca balanta este echilibrata se
ramane in starea I. Altfel se trece in starea 2 daci monedele de pe talerul sting
cintaresc mai putin decét cele de pe talerul drept si in starea 3 in caz contrar.

Starea 2. Au rimas de ficut i cantiriri §i moneda falsa se afli ori in mulfimea U
cu K; monede dubioase ori in multimea G cu K; + 1 monede dubioase, numarul de
decizii fiind 2K; +1. Se ageazd pe fiecare taler K;; monede din multimea U §i K, + 1
monede din multimea G. Nu se folosesc 2K;; + 1 monede. Dacd balanfa este
neechilibrata, atunci se ramane in starea 2. Altfel se trece in starea 3.

Starea 3. Au rimas de facut i cantariri si moneda falsa se afld ori in mulfimea G
cu K; monede dubioase ori in mulfimea U cu K; + 1 monede dubioase, numarul de
decizii fiind 2K; +1. Se aseazi pe fiecare taler K;,, monede din mulfimea G §i K| + 1
monede din multimea U. Nu se folosesc 2K, + 1 monede. Dacd balania este
neechilibrata, atunci se raimane in starea 3. Altfel se trece in starea 2.

In cazul in care numirul » de monede date nu satisface condifia de a fi egal cu
un K, pentru un / dat, se determini o valoare / astfel incat (3"' - 1) /2 <n < 3'-1/2
i algoritmul descris poate fi modificat putin in modul ilustrat pe exemplul cu 12
monede. Daci este permisa utilizarea unui numar oricat de mare de monede nefalse,
atunci este evident ca algoritmul poate fi utilizat in forma prezentata.

In cadrul algoritmului descris §i a exemplelor prezentate se foloseste strategia
de reducere succesiva a problemei date intr-un numar mai mare de probleme mai
simple, adici micsorarea numirului de monede ce participa la cantiriri. I lucrarea
[STEG61] este prezentatd o strategie de identificare a unei monede false dintr-o
multime de 13 monede. Pentru aceasta se incearca identificarea monedei false printre
12 din cele 13 monede. Atunci moneda falsa este ori una dintre cele 12, ori, daca in
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toate cantdririle efectuate balanta a fost echilibrata, a treisprezecea monedi, care nu a
participat la cantarini. Problema studiatad se reduce deci la identificarea, daca exista,
a unei monede false dintr-o mulfime de 12 monede folosind trei cantariri.

in cadrul algoritmului propus, se consideri numai cantiriri cu cite 4 monede pe
fiecare taler. Atunci, daci balanta este inclinatd catre stinga (dreapta), ori pe talerul
sting (drept) este o monedd mai grea, ori pe celdlalt este o monedd mai usoara.
O monedi poate participa la una, doui sau trei cantiriri. In cazul cind ea riméne pe
acelagsi taler si este falsd, balanta va avea de fiecare datéd aceeasi inclinare. Altfel, daci
o monedad falsd este mutati, intr-o cantirire urmatoare, de pe un taler pe altul,
inclinarea balantei se schimba. Este evident c@ schimbarea inclindrii balantei
constituie o informatie utild in vederea depistérii monedei false. Trebuie observat insid
cd schimbarea de doud ori a locului unei monede false de pe un taler pe altul nu creste
informatia necesara identificini, deoarece are loc revenirea la aceeasi inclinare a
balantei. Tinand seama de observatiile precedente, se pot deduce rezultatele, in numar
de 25, a trei cantaniri succesive, prezentate in figura 7.6.

g
P
/o
|/
s
AR
€
o
=
\>
s
A
M=

S@ presupunem ca@ rezultatele celor trei céntariri sunt cele din prima
configuratie din figura 7.6. In acest caz, moneda falsi a participat numai la prima
cantirire. Daci a fost agezatd pe talerul stang, atunci este mai ugoara §i, dacd a fost
agezata pe talerul drept, atunci este mai grea. In cazul celei de-a 23-a configuralii,
rezultd ca ori moneda falsa a fost agezatd pe talerul drept §i este mai grea, ori a fost
agezata pe talerul sting §i este mai usoara.

Fie acum cele 13 monede numerotate 1,2,...,,13. Moneda notatd cu 13 nu
participd la cantariri. Se poate observa pe figura 7.6. cd rezultatele primelor 24 de
cantariri sunt grupate in 12 perechi de céntarin simetrice. Fiecirei asemenea perechi i
se poate asocia una dintre cele doudsprezece monede ce participd la antérire,
deoarece daca aceasta este moneda falsi, ea a contribuit la dezechilibrarea balantei in
cele doua moduni ilustrate.

Urmarind figura 7.6. se vede cd la prima céntdrire pot sd participe cele 8
monede numerotate respectiv 1,5,6,7,8,10,11 si 12. Presupunem ca au fost agezate pe
cele doua talere monedele 5,6,8,10, respectiv 1,7,11,12. Se constatd, urmarind figura
7.6., cd monedele 6,8,10,11 s1 12 trebuie sa participe §i la a doua cantarire i
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monedele 8 si 11 trebuie si treacid pe celilalt taler. Tot din figura 7.6. rezulti ci la
aceastd cantirire trebuie sd mai participe monedele 2,4 si 9. Toate monedele
participante sunt agezate astfel pe talere: 2,6,10,11, respectiv, 4,8,9,12. In continuare
se constati ci moneda 3 participa numai la o ultima céntirire §i trebuie asezatd pe
talerul drept, rezultdnd asezirile 5,7,9,11, respectiv, 3,4,10,12. Urmidrina din nou
figura 7.6., se deduce ca in urma cintédnrilor alese, monedele false sunt mai grele sau
mai ugoare, dupd cum sigetile corespunzitoare sunt orientate in jos sau in sus.

7.7. Organizarea memoriilor liniare

Un factor important in utilizarea memonilor auxiliare il constituie timpul de
acces care are doud componente principale: timpul de localizare §i timpul de transfer.
Prin timp de localizare se intelege timpul necesar pozitionarii capitului de citire §i
scriere la inregistrarea implicati in transfer de informatie §i prin timp de transfer se
intelege timpul necesar efectudrii operatiei efective de citire sau scriere a informafiei.

Deoarece timpul de transfer depinde, in cea mai mare parte, de caracteristicile
fizice ale terminalelor §i de modul de acces, nu se pot obfine imbunatatiri ale acestui
timp la nivel de sistem de operare. De aceea, majoritatea metodelor de organizare §i
gestionare a memoriilor auxiliare au Tn vedere optimizari ale timpului de loc .izare.

Memoriile liniare sau memoriile unidimensionale sunt memoriile in care
informatia este dispusd sub forma de lista liniara secventiald. Exemplul specific de
memorie liniard il constituie banda magneticd. Uneori §i discul magnetic poate fi
considerat ca o memorie liniari, fiecare cilindru fiind considerat un element al acestei
memorii liniare. in cazul memoriilor liniare, deplasarea capitului de citire si scriere
se poate masura folosind o metrica euclidiana.

Vom reprezenta memoria liniara ca dreapta realad avand inregistrarile localizate
in punctele cu coordonate numere intregi. Vom presupune ca cererile de acces la
informatie sunt plasate intr-o coadd i cd dupéa executarea fiecarei operatii capatul de
citire/scriere se opreste la ultima inregistrare la care a avut acces. Vom considera ci
inregistrarile din figier sunt R, R, ..., R, si probabilititile cu care sunt accesate sunt
respecliv p,, p,, ..., P.- Functia obiectiv de minimizat este distanfa medie de deplasare
a capdtului de citire/scriere de la o cerere la alta data de expresia: '

D(m) = il ,gl pip,di J),

unde d"(i, j) reprezinti distanta intre inregistrarile R; si R; 5i depinde de permutarea 7

a inregistrarilor si de metrica. Daca inregistririle R; i R; ocupd pozifiile s §i ¢, atunci:
d™i, j) = do(s, 1) = Is - 4,

unde d, este metrica euclidiana.
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Problema care se pune este de a gisi un aranjament x astfel incit D(x) si fie
minim pentru inregistririle date, avind probabilitifile de acces date si pentru o
metricd fixatd. Problema a fost rezolvatd de Hardy, Littlewood §i Polya. Solufia este
dati de urmitoarea teoremid a cirei demonstrafic poate fi gisiti in [BAS89].
Aranjamentul rezultat aplicind procedeul din teorema se numeste aranjament orga.

Teorema 7.1. Daci inregistrarile sunt numerotate in ordinea necrescatoare a
probabilitatilor asociate lor, se obtine o distantd medie minima parcursa de capatul de
citire/scriere dacid se plaseazi R, intr-un punct pe axa reald §i apoi se plaseaza in
ordine R,, Rs, ..., R, alternativ la stinga si la dreapta inregistririlor deja plasate, pe
locurile libere cele mai apropiate de R,. Deci inregistrarile de indice par sunt de o
parte si cele de indice impar sunt de cealaltd parte a inregistrérii R;. B

O alta problema este partajarea inregistrarilor datd de cazul in care din acelasi
loc se pot citi/scrie mai multe inregistrari. Este cazul discului magnetic la care unui
punct 1i corespunde un cilindru care poate si contind mai multe inregistrari. Problema
care se pune este de a imparti fisierul in pagini de cite k inregistrari, cu k dat. Accesul
la o inregistrare presupune accesul mai intii la pagina care contine nregistrarea
respectivd. Vom presupune ci timpul de localizare a unei inregistrari in pagina este
neglijabil.

Considerdm inregistrarile R)|,R,,....Rn cu probabilititile de acces py,p,....Pmk
Problema consti in partifionarea celor mk inregistrari in m pagini de céte k inregistrari
si plasarea celor m pagini intr-o memorie liniard care sa minimizeze ucplasarea
capitului de citire/scriere. Mai precis, presupundnd cd in pagina / sunt plasate

inregistrarile Rl" R;R;( si notdnd probabilitatea de acces a paginii i cu g~ i pj- ,
=1

unde p;- este probabilitatea de acces la inregistrarea Rj-, functia de cost ce trebuie

minimizata este:
(7, q1, 92, s Gm) = igqu.-qjd( ”)('l J),

unde d”(i, j) este distanta intre paginile i §i /.

Daca valorile q,,95,...,g» ar fi cunoscute, problema plasarii paginilor se reduce
la problema precedenté de plasare a unor inregistrari de probabilitati date pe memoria
liniard, de unde rezulti ca un aranjament orga in raport cu gy, ¢z, ..., g, Minimizeaza
D(m, q\, q2, ..., qm)- Deci problema se poate pune sub forma urmaitoare: cum trebuie
partitionate cele mk inregistrari in m pagini de cate k inregistrari, paginile avand
probabililtatile q,, g3, ..., qn, astfel incat s se minimizeze D(x; q1, 42, ---s Gm,, unde r
este aranjamentul orga pentru gy, g3, ..., ¢,. Adica se cautd minimizarea expresiei:

D(q) = lsi<szm qiqjd(ir J) >
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unde d(i, ) este distanta dintre paginile i §i j in aranjamentul orga. Daca paginile sunt
numerotate in ordinea necrescatoare a probabilitatilor lor, atunci d(i, j) = |j - i| / 2 daci
i §ij au aceeasi paritate §i d(i, j) = (f + i - 1)/ 2 dacid au parititi diferite.
Pentru rezolvarea problemei se foloseste urmatorul algoritm de tip Greedy.
Algoritmul 7.8. (Aranjare pe pagini)
1. [Ordonare] Se numeroteazi inregistrarile astfel incit p; 2 p, > ... 2 ppy.
2. [Partifionare] Se pun inregistririle R, R, ..., Ry In pagina 1, inregistriirile R,
Ris2, ..., Ry in pagina 2, inregistrarile Rye1, Ratea, -, Rax In pagina 3 5. asa mai
departe pana se complecteaza toate cele m pagini.

3. [Probabilitati pagini] Se calculeaza ¢; = ( %k P> pentrui=1,2, .., m.
j=li-Dk+

4. [Aranjare pagini] Se aranjeaza paginile in aranjament orga. B

Teorema 7.2. Partitionarea obtinuta aplicand algoritmul 7.8. este optimala.

O demonstratie a acestei teoreme se poate gisi in [WONS83]. B

Vom presupune in continuare cd nu se cunoagste inifial mulfimea acelor
inregistrari care urmeaza sia fie plasate pe memoria liniard, aceste inregistrari sunt
plasate una céte una in ordinea sosirii in sistem §i ele raman in locul in care au fost
plasate initial. Acest mod de lucru corespunde tipului de alocare a memoriei pentru
utilizarea minicalculatoarelor.

Fie u), us, ..., u, un gir de n utilizatori care sosesc in sistem la momente diferite
de timp, fiecdrui utilizator u; fiindu-i asociatd o frecventd de acces la memorie f;.
Fiecdrui utilizator 1i este alocat un loc liber / in memoria liniard. Vom pre.apune ca
locatiile sunt numerotate ca in figura 7.7.

t[s]s] - [a] - Je]a]2

Fig. 7.7.

Vom nota cu f; frecventa de acces a utilizatorului plasat in locatia i i cu f
frecventa utilizatorului sosit la momentul s. Vom considera toate clementele de
aceeasi lungime. Dupi ce au sosit n utilizatori in sistem ocupand toatd memoria, este
generat un s§ir de cereri ry, r;, 13, ..., fiecare dintre cereri reprezentind un acces la

locatia j cu probabilitatea p, = f; / fi Ji-

Problema consta in a determina acele plasiri in memorie care minimizeaza
distanta medie E(D) de deplasare pentru doua cereri consecutive, unde:

E(D)= 15:‘%‘5;.‘0 iP fa(i' j)

sid(i,j)=|j-il/2, pentru i i j de aceeasi pantate, §i d(i, j)=n-(G+i-1)/ 2’,‘altfel.
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Daca toate probabilititile ar fi cunoscute inainte de plasare, s-ar putea obtine
chiar aranjarea optima care este aranjamentul orgd. Cum ele nu sunt cunoscute, se
folosesc diverse strategii care permit aproximarea unei plasari optime. Una dintre ele
este algoritmul urmator.

Algoritmul 7.9. (Plasarea euristic3)

1. [Plasare u,] Se plaseaza utilizatorul u,, care soseste la timpul 1 in pozifia ¢ dac §i
numai daci (i- 1)/ n<f <i/n;sefacet=1.

2. [Terminare] Daca t = n, atunci STOP.

3. [Plasare element nou] Se face t = ¢ + 1. Din cele n - ¢ + 1 locatii ):im'fﬁe libere,
se aloca a i-a in ordinea numerotirii initiale daca §i numai daca:

-D/(n-t+D<f<il/(n-t+1).
4. [Ciclare] Se trece la pasul 2. B
Dacai se noteazi cu D, distanta medie din plasarea euristicd, atunci:

EDy)=7Tn/30+7TH,/ 60+ 14790,
unde H,=1+1/2+1/3+ ...+ 1/n.
Alte metode care se pot aplica in acest caz pot fi:

!

e Plasarea aleatoare in care se aloci unui utilizator oricare dintre locatiile libere in
momentul sosirii in sistem. Daci se noteazd cu D, distanta medie din plasarea
aleatoare, atunci:

EWD,)~@n*-1)/(3n+1).

o Plasarea statica optimala care se poate aplica daca toate frecventele sunt
cunoscute. Atunci se ordoneaza crescator utilizatorii in raport de frecventele de
acces asociate lor si se plaseaza al i-lea utilizator in locatia i. Daca se noteaza cu D,
distanta medie din plasarea staticd optimali, atunci: .

E(D,)~Tn/30+5/36. A

Dupa cum se vede, plasarea euristicd este asimptotic la fel de buna ca plasarea
optimala.

Vom aborda in continuare problema memorarii inregistrarilor de lungimi
diferite. Sa presupunem ca inregistririle R|,R,,...,R, au probabilitatile de acces p,,p,,
..,Dn §1 TESpectiv lungimile /,/5,...,/,. Problema care se pune este de a determina o
alocare a inregistrarilor care s minimizeze distanta medie parcursd de capatul de
citire/scrtere. Distanta dintre inregistririle / §i j depinde acum de lungimile
inregistrarilor aflate intre ele. Problema este NP-completa.

Numim alocare sau aranjament al celor n inregistrar o permutare 7=(m,%,...,7,)
a numerelor 1,2,...,n, unde 7; este indicele inregistrarii alocate celei de-a i-a pozitii de
la stanga la dreapta. Distanta medie parcursi de capatul de citire/scriere este:
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D(n) = £ .pr pr,di ).

unde d(i, j) este distan{a parcursid pentru a avea acces la inregistrarea din pozitia j
dupa ce a avut loc acces la imegistrarea i. Pentru banda magnetici se obfine:

( ) kZ [, ., pentru i<}
drli, j i+l
kgj I, pentru i2j,

de unde rezulta:
Dfn)= ip,, l + ZEI (, Z!_lp,,jL iﬂpﬂl).
= ={
2

’
Pentru discurile magnetice, lungimea inregistririi este dati de numdrul de
cilindrii ocupati de inregistrarea respectivz'l. in acest caz, distana este dati de:

J+l pentru i< j,
—l+l

‘ J
(ﬁtl ) I, pentru i<,
de unde rezulta:

DD(”)=',§P”,( p,,)+27_211 (ip,, s pn)

J=i+l

Deoarece Dp(7z) = D7) - ﬁi p,zrl , rezultd ca un aranjament optim pentru banda
i= !

magnetici este optim si pentru discul magnetic. In cele ce urmeazi ne vom referi de
aceea numai la cazul benzilor magnetice.

Daca renumerotam inregistrarile in ordinea de la stinga la dreapta se obtine
=i §i:

D(n) = ip,l +2'2'1L'pr, _§+ p,],

un aranjament optim S, este un aranjament care satisface inegalitatea D(S,) < D(S),
pentru orice aranjament posibil S.

Se poate demonstra (vezi [BAS89]) ci, daci intr-un aranjament se interschimba
doud inregistriri vecine  §i ¢ + 1, se obtine o micsorare a distantei medii parcurse de

l_
capdtul de citire/scriere daca p/l<p./l. si E;p,.> izpi sau p/l<pui/ls $i
i= i=t+

i p; < 22 p;. Dacd p/l=p../l,.,, pentru 1<i j<n, atunci orice aranjament da aceeasi
i= i=t+

valoare medie a distantei parcurse de capatul de citire/scriere.
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Se numeste arnjament sa un aranjament pentru care esista o pozifie 4, unde
1 <h<n,astfelincatp, /| <py/ h<...€py/ 2 ... 2ppy ! Ly 2 pul I
Teorema 7.3. Fie #* §i 7 doua aranjamente ale unei multimi de inregistrari cu
probabilititile de acces py, pa, ..., pa §i lungimile /,, 0, ..., /,. Atunci:
D(7*) / D(7) < (1 % Pmin) / (2Pmin),
unde ppin = 12111<n {p,-}. in plus, pentru orice n > 3 numdr impar, existid o mulfime de

inregistrari pentru care ciatul D(x*) / D(#) se poate apropia oricit de mult de
(1 + Pmin) / (2Prmin)-

O demonstratie a acestei teoreme se giseste in [BAS89]. B

Din teorema 7.3. rezulta cd un aranjament oarecare poate fi destul de departe de
un aranjament optimal. Se poate demonstra o proprietate analoaga pentru
aranjamentele sa.

Teorema 7.4. Dacda #* si #** sunt doud aranjamente sa ale unei mulfimi de n
inregistrari cu probabilitatile de acces py, ps, ..., pa §i lungimile /;, 1, ..., [,. Atunci:
D7)/ D(#Y<1+n/2.
O demonstratic a acestei teoreme se gaseste in [WON83]. B

S-a demonstrat de fapt ca pentru n < 4 are loc inegalitatea D(z*) / D(#**) < 2 si
se presupune ca aceasta ar fi adevarata pentru orice n.

Pentru construirea solutiei aproximative se folosesc doua euristici:
1. Se construieste aranjamentul orga fata de multimea {p, / /;}.
2. Se alege cel mai bun dintre aranjamentele orga fata de {p;} si respectiv {1//;}.

O ultimd problema pe care o prezentim legatd de organizarea memoriilor
liniare este prelucrarea pe loturi a cererilor. Prin prelucrarea pe loturi a cererilor se
intelege tratarea in acelasi timp a unei grupe de cereri, fiecare grupa con;n}énd acelasi
numir de cereri. In acest caz se pun doui probleme principale:

1. Pentru un aranjament dat, care este ordinea de considerare a cererilor de acces
dintr-un lot.
2. Care este cel mai bun aranjament al inregistrarilor.

Rispunsul la a doua problemi este relativ simplu. In majoritatea strategiilor de
prelucrare pe loturi a cererilor, aranjamentul optim este aranjamentul orgd. Ramane
de gasit solutii pentru prima problema.

Sa presupunem ca locatiile dc memorie sunt numerotate cu 1,2,...,n de la stanga
la dreapta si ca pentru fiecare i=1,2,...,n, in locatia / a fost memorata inregistrarea R;
avand probabilitatea de acces p;. Sa presupunem cd la momentul ¢ au fost generate b
cereri de acces 1</,<[,<..<[,<n, unde L, indicd inregistrarea implicatd in cerere.
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Daci in momentul sosirii cererilor capatul de citire/scriere este pozifionat la locatia x,

o strategie specifica ordinea in care se trece plecand din x prin locatiile L;,L,,...,L,.

Capatul de citire/scriere se opreste la ultima locatie y la care a avut acces, aceasta

devenind locatia de plecare pentru urmatorul lot. Notand cu d(x, y) distanfa parcursa

de capitul de citire/scriere de cind pleaca din x pana ajunge in y, costul C poate fi

evaluat prin valoarea medie a lui d(x, y). In continuare vom nota cu S pe L, pe care o

numim marginea stanga, si cu D pe L, pe care o numim marginea dreapta.

Se pot defini urmatoarele strategii:

e Strategia stanga (S): Din locatia curenti x se merge la S dupi care se prelucreaza
cererile in ordinea crescitoare a locatiilor pana la D i se opreste procesul.

e Strategia dreapta (D): Din locatia curentd x se merge la D dupa care se
prelucreazi cererile in ordinea descrescatoare a locatiilor pana la S si se opreste
procesul.

e Strategia alternanta (A): Se folosegte strategia stinga pentru un lot de ordin impar
si strategia drepta pentru un lot de ordin par.

Daci se noteazid cu COSTs, COSTp si COST, costurile celor trei strategii,

b .Y
/1,-=PF(SZ")=L2PJ Sip.-=Pr(D$i)=(/§Pj),

se pot demonstra urmitoarele proprietiti (vezi [BAS89]):

Lema 7.1. Notind cu d, distanta dintre S §i D, valoarea medie a lui d}, este:
Edy)=ED-5)= 51~ 4~ p).
Teorema 7.5. Au loc egalitatile:

COSTs = E(dy) + "i:(l « Aafl- o)+ :_gﬂmp,- =2E(dy) + 2§4+1P.- =
= ZZI(I - 4+1)(1 - Pi)- "

Consecinta. COST; este simetric, adica nu se schimba daca se pune p,;+ in loc
de p;, pentrui= 1,2, ..., n. De aici rezultd COSTs= COSTp.

Teorema 7.6. Au loc egalititile:

COST,= B+ S pli- p)+ Sanli- 4w = i 7 - 2.) = e m

i=1
Definim cperafia de interschimbare prin trecerea de la un aranjament (R, R,,
..., R,) 1a un alt aranjament ce se obtine interschimband intre ele R; §i R,.., daca si
numai daca p;, > p,, pentru 1 < i < [n/ 2] fn mod similar, definim operajia de
interschimbare inversa cea prin care se obtine un nou aranjament interschimbéand R,
si R, dacd si numai dacd p;) < p,.»; (R, rimane pe loc).
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Lema 7.2. Aranjamentul orgd minimizeaza costul C al unei strategii daci
pentru orice n > | sunt satisfacute urmatoarele conditii:
1. Ceste simetric, adicad C(Ry, Ry, ..., R,) = C(R,, R,.,, ..., R)).
2. Dacap,=0, atunci C(Ry, Ry, ..., Rp1, Ry) = C(Ry, Ry, ..., Ryy).
3. Daci (Rl’, R;, R;,) este aranjamentul obfinut din (R, R,, ..., R,) prin operatia de
interschimbare, atunci C(Ry, Ry, ..., R.) 2 (R, R}, ..., R.). W
Teorema 7.7. Aranjamentul orgd minimizeazd COST;. B
Teorema 7.8. Aranjamentul orgd minimizeazi COST,. R

Teorema 7.9. Aranjamentul orgd minimizeazi E(d,). B

Teorema 7.10. E(dy) <2 E(d,). R

Consecinte: 1. COST, < COSTs = COST), pentru orice aranjament.

2. Cuin £ C4 £ 2Cp, unde Cyy, este costul minim pentru orice strategie si
orice aranjament §i C, este COST, pentru aranjamentul orga.

e Strategia cea mai apropiata extremitate (N). Din locatia curentd se muta capitul
de citire/scriere in cea mai apropiatd extremitate dupa care se parcurg locatiile
lotului si se opreste in cealaltd extremitate. Dacd cele doud extremitifi sunt la
egala distanta, se alege oricare dintre ele.

Modelul matematic de analizd a acestei strategii utilizeaza lanfurile Markov.
Notand cu COSTy costul acestei strategii, in general, COSTy < COST,. Exista
contraexemple pentru care inegalitatea nu este satisfacuta.

e Strategii B-optimale (B). Strategii care minimizeaza distanta medie totald de
deplasare a capitului de citire/scriere plecand dintr-o pozifie x §i parcurgand B
loturi de cerer.

Costul unei strategii B-optimale este distanta totald medie impartita la numarul
loturilor B. Pentru B=1 se obtine strategia N. La stabilirea unei strategii B-optimale se
tine seama de urmaitoarele proprietati usor de demonstrat.

Lema 7.3. Intr-o strategie B-optimali, imediat dupi acces.. tuturor
inregistrarilor unui lot, capatul de citire/scriere se afli la una din extremititi. B

Lema 7.4. Intr-o strategie B-optimali, un lot se prelucreazi mutand capitul de
citire/scriere direct la una din extremitifile lotului si prelucrdnd cererile cu migcarea
capatului de citire/scriere citre cealalta extremitate a lotului. B

Lema 7.5. Pentru orice strategie ale cirei decizii depind de loturile anterioare,
exista o strategie de acelasi cost ale carei decizii depind numai de lotul curent. B

O strategie care satisface lema 7.5. se poate da sub forma unui sir dy(x; s, d),
dp.(x; 5, d), ..., di(x; s, d) de functii de decizie, unde dix; s, d) este probabilitatea cu
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care capitul de citire/scriere se muti la stanga din pozitia curenti x pentru prelucrarea
lotului #, ultimul lot avand extremele s si d. O strategie este determinista dr ~a pentru
orice i, x, s §i d valorile d{(x; s, d) sunt 0 sau 1. in cazul in care d{x; s, d) poate lua
orice valori din [0, 1] spunem ci strategia este nedeterminista.

Lema 7.6. Pentru orice strategie nedeterministd existd o strategie determinista
de cost cel mult egal cu costul strategiei nedeterministe. @

Tindnd seama de lema 7.6., se poate deduce ca strategiile B-optimale se afla

Lema 7.7. O strategie optimalid este optimald pentru orice pozifie inifiald a
capatului de citire/scriere. B

Pentru a defini clasa strategiilor B-optimale, se construieste un sir de functii
Cg(x), pentru B =0, 1, ... date de formulele:
Co(x)=0, pentru 1 <x < n,
Cow)= Z PAS =5, D=d) minflx - 5| + Coua(d), e - dl + Cau(s)] + E(d),

pentrul <x<nsiB=1,2, ..

e Strategia recursiva. Fie i numirul loturilor ce mai sunt de prelucrat i x pozitia
curenta a capatului de citire/scriere. Pentru prelucrarea lor se procedeaza astfel:

1. Se merge in extrema stinga, apoi se prelucreaza cererile pana la extrema dreapta
dacd [x - S|+ Ci.i(D) <Ix - D| + Ci.i(S).

2. Se merge in extrema dreapti, apoi se prelucreaza cererile pana la extrema stingi
daca |x - S| + Co.i(D) > [x - D| + Ci.i(S).

3. Dacé|x- S|+ C.i(D)=|x- D]+ C..\(S), se poate executa 1. sau 2. la alegere. &

Teorema 7.11. Cu notatiille de mai sus, Cg(x) este costul optimal pentru

prelucrarea a B loturi cu pozitia initiala x §i strategia recursiva este o strategie

B-optimala avand costul Cy(x)/ B. 1R

e Strategia c-optimala. Dacd COSTg(x) este costul prelucrarii a B loturi plecind
din pozitia x si folosind strategia r, atunci costul asimptotic mediu al strategiei r,
notat COST(r), se defineste prin gi_l)anOSTg(x) / B. O strategie co-op*mali are

costul asimptotic mediu mai mic sau egal decat oricare alta strategie.

Algoritmul 7.10. (o-optimal)

1. [Initializare] Se considera strategia cea mai apropiata extremitate drept strategie
curenia.

2. [Evaluare] Se calculeaza fz(x), costul prelucririi a B loturi plecind din pozitia x,
pentru strategia curentd, pentru B=1, 2, ..., fo(x) = 0;
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Jom)= T PAS=s,D=d)s(x, s d), unde:

bx—s|+(d—s) + fp_(d), dacdin strategia curenti se merge mai intdi
S(x, s, d) = in s din pozifia x cu extremele s §i 4,
Ix —dl+(d —s)+ fp_,(s), daci se merge intai in d.
Calculele continua pina cind se obtine un B pentru care fp(x) - fp.(x) este
aproximativ constant in raport cu x.
[Rectificare] Se calculeaza strategia noua astfel: pentru orice x, s §i d, dacd
x-d-|x-s|+ B!I_IPJ f508) - f, B(d)] < 0 (limita poate fi aproximata cu fx(s) - fp(d),
pentru B suficient de mare), strategia noud muta capatul de citire/scriere mai intai
in extrema dreapta plecand din x §i avind extremele s §i d, altfel se mutd mai intai
la stanga.
[Terminare sau ciclare] Dacé strategia noua coincide cu strategia curenta, atunci
STOP. (Aceasta este stratetgia co-optimala.) Altfel strategia noua devine strategia
curenta §i se trece la pasul 2. W

n B | Strategia stangi | Strategia alternanti | Strategia cea mai Strategia
apropiata co-optimala
extremitate
100 5 133.389 81.802 80.753 80.713
10 163.603 90.443 90.408 90.394
15 174.950 93.498 93.498 93.496
200 5 266.803 163.628 161.529 161.452
10 327.256 180.936 180.869 180.839
15 349.976 187.072 187.070 187.067
Tabelul 7.6.

In tabelul 7.6. sunt date costurile asimptotice in cazul strategiilor stingi,

alternanta, cea mai apropiatd extremitate, respectiv co-optimald pentru distribufia

uniforma cu n = 100 si n = 200 de inregistriri, cu un numar de 5, 10 si 15 loturi. Dupa

cum se poate observa, diferentele intre ultimile trei strategii sunt nesemnificative.

Deci strategia alternanta §i strategia cea mai apropiatd extremitate sunt euristici care

aproximeaza suficient de bine solutia optimala.

7.8. Arbori binari optimi pentru cautare

Arborii binari pentru cautare sunt arborii binari etichetati in care eticheta

atribuitd unui nod este mai mare decit etichetele atribuite nodurilor din subarborele

sting §i mai micd decit etichetele atribuite nodurilor din subarborele drept. Daca se
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considera ca radacina este de nivelul 1 si fiecare alt nod al arborelui are nivelul cu 1
mai mare decit nivelul tatilui siu, numarul de comparatii pentru a determina un
element dintre cele care se gisesc in arborele binar pentru cautare este egal cu nivelul
nodului asociat.

Eficienta unui arbore binar pentru cautare este datd de numarul -aediu de
comparafii necesare pentru determinarea unui element. Dacid elementele sunt
echiprobabile, eficienja cea mai bund se obfine pentru arborii binari echilibrafi,
acestia fiind arbor binar in care nodurile ce nu au céte doi fii se gasesc pe cel mult
douad nivelun consecutive.

Sa consideraim acum cazul in care etichetele sunt cautate cu frecvente date.
De exemplu, in figura 7.8. este dat arborele optim de cautare pentru cele mai frecvent
utilizate 31 de cuvinte din limba englezd si anume (in paranteze sunt date
frecventele): the (15568), of (9767), and (7638), to (5739), a (5074), in (4312),
he (3727), that (3017), is (2509), I (2292), it (2255), for (1869), as (1853),
with (1849), was (1761), his (1732), be (1535), not (1496), by (1392), but (1379),
have (1344), you (1336), which (1291), are (1222), on (1155), or (1101), her (1093),
had (1062), at (1053), from (1039) st this (1021). Pentru o cautare cu succes sunt
necesare in medie 3.437 comparatii.

Cor)

Cron) o)
D) Ci TIED
ORC ) G GO @D @i

< (&) (@) Q) (1) @D (o) () Qor)
(axe) (A1) (BuD)  Erom @avE) (B (1) g

Fig. 7.8.

De multe ori trebuie considerat §i cazul cdutarii fara succes. De exemplu, cele 31
de cuvinte din figura 7.8. reprezinta circa 36% dintr-un text obignuit in limt:. engleza.
Evident, restul de 64% pot influenta stuctura arborelui optim de cautare.

Pentru inregistririle R, R, ..., R, avand cheile K, K;, ..., K, vom considera
probabilittile p,, p,, ..., pr $1 9o, q1, G2, ---, g, Unde p; este probabilitatea cu care este
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cdutatd inregistrarea cu cheia K; §i g; este probabilitatea de a fi cdutatd o valoare
cuprinsi intre K; si K;.. Se considera cé g, este probabilitatea de a cauta o valoare mai
mica decat X, si g, este probabilitatea de a ciuta o valoare mai mare decat X,,. fn 1ocul
probabilititilor se pot considera si frecventele de aparitie ale valorilor. Obiectivul este
de a determina un arbore binar de cdutare care sid minimizeze numdrul sperat de
compara;'ki in timpul cautarii, numit costul cautarii, adica valoarea data de expresia:

g p; nivel(i) + kgo g, (nivel(k) - 1).

Construirea arborelui binar optim de cautare se bazeaza pe proprietatea cd orice
subarbore al unui arbore binar optim de ciutare este un arbore binar optim pentru
cdutare. Acest principiu sugereazi o procedurd de calcul care va gisi in mod
sistematic subarbori optimi din ce in ce mai mari panid cdnd se determind un arbore
care confine toate elementele.

Fie c¢(ij) costul unui subarbore optim cu ponderile (pj,...,P;3gis-.-,q;) §i suma
ponderilor w(i,))=pi.1+...4ptq;+...+q;. Acestea sunt definite pentru 0<i<j<n. Rezulta:
c(i,)=0,pentrui=0,1,..,n,
c(i, j) = w(i, j) + mini<kz<j(c(i, k-1)+dk, j)), pentru0 <i<j<n,

deoarece costul minim posibil al unui arbore cu rddacina k este w(iy)+c(i,k-1)+c(ky).
Vom nota cu r(i, j) acea valoare a lut k& pentru care se atinge minimul in formula
anterioard; dacid sunt mai multe se alege una dintre ele. Acestea sunt posibilele
radicini din arborele optimal. Evaluarea valorilor ¢(ij) se face pentru j-. 1,2,..,n.
Sunt aproximativ n® / 2 astfel de valori si pentru determinarea lor sunt necesare circa
n® / 6 valori ale lui k. Deci complexitatea algoritmului este O(n’) in timp §i O(x%) in
spatiu. Cum se poate demonstra ca:
r(i,j- D) <r(i, ) <r(i+ 1,)),

se poate reduce multimea valorilor posibile pentru £ la intervalul [#(i, j-1), r(i+1, j)].
Algoritmul de construire a arborelui binar optimal este urmatorul.

Algoritmul 7.11. (Arborc optim de ciutare)

1. [Initializari] Se face c(i, i) = 0, w(i, 1) = g, si w(i, j) = w(i, j - 1) + p; + g;, pentru
i=0,1,..,n5ij=i+1, .., n Apoiseface c(j- 1,j)=w(j-1,))sir(-1,)) =/,
pentruj=1,2, .., n
[Ciclare dupa d] Se executa pasul 3 pentrud =2, 3, ..., n, apoi STOP.

3. [Ciclare dupa j] Se executd pasul 4 pentruj=d,d+ 1, ..., n.

[Calcul ¢ si r] Se face i=j-d, c(iy=w(iyjrming ;. 1y <k <ni+1, plc(ih-1)F o)) §1 se
stabileste (7, j) egal cu un k pentru care se realizeaza minimul precedent. B
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In urma aplicirii algoritmului precedent, se poate reconstitui arborele optimal.
Sa notdm cu (i) subarborele care contine ponderile (pi1,...,.0;gi>-.-,q;). Arborele
optim este #(0,n). Dacé i=j, subarborele #(ij) contine numai un nod extern (subarbore
vid) de pondere g;. Altfel subarborele #(i,j) are ridicina r(i,), subarborele din stinga
este t(i,r(iy)-1) si subarborele din dreapta este #(r(i,/),).

Deoarece algoritmul 7.11. necesitd timp de executie §i spatiu de memorare
proportionale cu n’, devine nepractica utilizarea lui cind n este foarte mare. In acest
caz se pot aplica diferite euristici cum sunt §i cele care urmeaza.

e Inserarea elementelor in arborele binar in ordinea descrescitoare a fr. ventelo:
asociate elementelor. De foarte multe ori aceastd strategie produce un arbore
destul de avantajos. Totusi el poate fi diferit de arborele optimal in primul rand
pentru cd nu {ine seama de probabililtitile nodurilor externe.

e Alegerea radicinii in aga mod incat subarborele din stinga ei si aibd o pondere
cit mai apropiatd de cea a subarborelui din dreapta. Acest procedeu poate sd nu
fie eficient daca probabilitatea asociata radicinii este destul de mica.

e Se combind cele doud metode anterioare. Se incearcd sa se egalizeze ponderile
din subarborele din stinga §i cel din dreapta insd se acceptd posibilitatea de a
deplasa rddicina cu cateva pozifii la stinga sau la dreapta pentru a gisi un
element cu probabilitatea suficient de mare. Cand se ajunge la un subarbore cu un
numdr suficient de mic de nodun, se aplica algoritmul 7.11.

7.9. Euristici in jocul de sah

Necesitatea utilizirii unor euristici este exemplificatd sugestiv de jocul de sah.

In acest joc, un algoritm exact poate si dea raspuns la urmitoarele intrebari:

e Problema I: Poate si castige jucatorul care joaca cu piesele albe indiferent de
strategia utilizata de adversar?

e Problema 2: Poate sa castige jucitorul care joaca cu piesele negre indiferent de
strategia utilizata de adversar?

e Problema 3: Poate sd castige sau cel pufin sd remizeze un jucitor indiferent de
strategia adversarului?

Evident ca, daca s-ar cunoagste riaspunsul la aceste intrebari, jocul de sah ar
pierde mult din interesul fanilor lui. Algoritmi care sd rezolve problemele anterioare
existd. Vom prezenta §i noi aici unele variante. Acegti algoritmi se bazeazid pe

partide de sah. Nodurile arborelui sunt etichetate cu pozitii posibile de pe tabla de sah.
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Ridacina arborelui corespunde pozitiei de incepere a partidei. Se considerd ca
radicina are nivelul 1. Pentru fiecare nod a de pe un nivel de ordin impar, se
considerd succesoare directe toate nodurile ce corespund la pozitii de pe tabla de sah
ce se obfin din pozitia asociata lui a prin efecutarea unei mutiri de citre jucatorul care
joacd cu piesele albe. Analog, pentru fiecare nod a de pe un nivel de ordin par, se
considera succesoare directe toate nodurile ce corespund la pozitii de pe tabla de sah
ce se obtin din pozitia asociati lui a prin efecutarea unei mutiri de citre jucitorul care
joaca cu piesele negre.

Arborele construit dupa modelul anterior este finit dupa cum vom justifica in
continuare. Numadrul configuratiilor posibile pe tabla de sah este finit, o limitare
superioard a numirului lor fiind de exemplu 13%, deoarece pe oricare din . .le 64 de
una din cele 12 tipuri de piese (cite 6 pentru fiecare culoare). Numarul de nivele este
finit deoarece intr-o partida de sah, o pozitie nu se poate repeta decat de un numar
finit de ori (la a treia repetare a unei pozitii partida se termina remiza). Fiecare nod
are un numir finit de succesori directi deoarece numirul de mutiri posibile ale
fiecarui jucdtor pentru o pozitie datd este limitat (de exemplu cele mai multe -

Raspunsul la prima problemai poate fi dat de urmatorul algoritm.

Algoritmul 7.12. (Castigd albul)

l. [Terminare] Dacd nu mai existd noduri terminale de nivel par §i care si nu
corespundd la pozitii de remiza, atunci STOP. Dacd toate nodurile au fost
eliminate, atunci albul poate s castige intotdeauna.

2. [Alegere] Se alege un nod terminal ¢ care nu corespunde la o pozitie dc .emiza gi
este de nivel par.

3. [Eliminare] Se elimind toate nodurile ce apartin subarborelui cu radacina tatal
nodului a.

4, [Ciclare] Se trece la pasul 1.1

Deoarece arborele este finit §i la fiecare ciclare sunt eliminate cel putin doua
noduri (nodul ales si tatal sau) algoritmul se termind dupd un numdr finit de pasi.

Un algoritm analog poate da riaspunsul la cea de-a doua problema.
Algoritmul 7.13. (Cistigid negrul)

1. [Terminare] Daca nu mai existd noduri terminale de nivel impar §i care sd nu
corespunda la pozitii de remiza, atunci STOP. Daca toate nodurile in afara de
radicina arborelui au fost eliminate, atunci negrul poate si castige Intotdeauna.
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2. [Alegere] Se alege un nod terminal a care nu corespunde la o pozifie de remiza si
este de nivel impar.

3. [Eliminare] Se elimind toate nodurile ce apartin subarborelui cu radicina tatal
nodului a. ‘

4. [Ciclare] Se trece la pasul 1. ®

Deoarece arborele este finit si la fiecare ciclare sunt eliminate cel putin doua
noduri (nodul ales si tatil sdu) algoritmul se termind dupd un numdr finit de pasi.
Pentru rezolvarea celei de-a treia probleme se poate aplica algoritmul:

Algoritmul 7.14. (Strategia optima comuni)

1. [Initializare] Se marcheazi cu 1 pozitiile in care castiga albul (negrul este mat),
cu 2 pozitiile in care cagtiga negrul (albul este mat) si cu 3 pozitiile de remizi;
restul nodurilor se considera inifial nemarcate.

2. [Terminare] Daci ridicina a fost marcata, atunci STOP. Dacd marcajul ridacinii
este 1, atunci poate céstiga mereu albul, daca este 2, atunci poate cagtiga tot
timpul negru si daci este 3, cea mai buni strategie este jocul la remiza pentru
ambii parteneri.

3. [Alegere] Se alege un nod a nemarcat §i care are tofi succesorii direcfi marcati.

4. [Marcare] Dacé a este de nivel impar, atunci se marcheazi cu 1 daci exista cel
putin un succesor direct marcat cu 1, se marcheazd cu 2 dacd tofi succesorit
directi sunt marcati cu 2, respectiv se marcheazd cu 3 dacid nu sunt indeplinite
conditiile anterioare. Analog, daci a este de nivel par, atunci se marcheazi cu 2
daci exista cel putin un succesor direct marcat cu 2, se marcheaza cu 1 daca toti
succesorii directi sunt marcati cu 1, respectiv se marcheazd cu 3 dacd nu sunt
indeplinite conditiile anterioare.

5. {Ciclare] Se trece la pasul 1. B

Deoarece arborele este finit si la fiecare ciclare se marcheazi cel putin un nod,
algoritmul se termina dupd un numir finit de pasi.

Desi nu sunt complicati, acesti algoritmi nu au putut si fie executati din cauza
numarului extrordinar de mare de noduri din arborele descris. De aceea se joacd in
continuare gah, aplicandu-se diferitele euristici care dau posibilitatea obtinerii unor
pozifii mai avantajoase, cu sanse de castig. Au fost dezvoltate teorii ale deschiderilor
in sah si ale finalurilor de partide dar si tactici sau strategii ale jocului de mijloc de
partida. Euristicile folosite se bazeazi pe evaluarea pieselor, pe evaluarea
timpul unei partide. Dar de cele mai multe ori soarta unei partide este decisd de
inspiratia de moment §i de conditii psihologice.
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